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در یک  گذاری مشتقات مالی ارزشچیست و چه جایگاهی در  دیفرانسیل تصادفی پسرو ی معادله: چکیده

ی  در این مقاله در نظر داریم به پرسش فوق پاسخ دهیم. مسئله دارد؟ های پیوسته کامل با مدل بازار 

های  دیدگاهگذاری مشتقات مالی یکی از مهمترین موضوعاتی است که پژوهشگران مالی همواره و از  ارزش

ها و نقاط قوت و ضعف مختص به  اند؛ در این میان قالب معادلات پسرو با ویژگی مختلف به بررسی آن پرداخته

باشد که نظر متخصصان بسیاری را به خود جلب کرده است. لذا در این  انگیز می خود یکی از میادین چالش بر

رانسیل تصادفی پسرو پرداخته و از این دیدگاه نوشتار سعی داریم به زبان ساده به معرفی معادلات دیف

 گذاری مشتقات مالی را بررسی کنیم. ارزش

پوشش ی، ب ازار    ی ، سبد س رمایه گذاری مشتقات مالی ارزشی دیفرانسیل تصادفی پسرو،  معادلهکلمات کلیدی: 

 کامل.

 (AMSبندی  )طبقه 91G80 , 65C30 :موضوعی طبقه بندی

 

 مقدمه 1

در حال ت   بیس موت  ی به وس یله  5329اولین بار در سال  (BSDE) تصادفی پسرو معادلات دیفرانسیل

شیتس  لیپ ی به حالت پیوسته به وسیله پردوکس و پنگ 5330خطی معرفی شده و پس از آن در سال 

ه ای تص ادفی س ازوار    از ی ک زوج از فرآین د   BSDEها ج واب ی ک    تعمیم یافتند. بر اساس تعریف آن

( , )Y Z ی تشکیل شده است که در معادله 

( , , ) ; ,
t t t t t T

d Y f t Y Z d t Z d W Y 


    

نامن د و در آن  را شرط پایانی می را تابع مولد و fکنند. صدق می
t

W      *( ی ک حرک ت براون ی اس ت

باشد با این تفاوت که در این  می SDEحالت خاصی از یک  BSDEاشد(. در واقع یک ب نماد ترانهاده می

کند و ج واب آن ب ه ج ای ی ک فرآین د       حالت به جای شرط مرزی اولیه، در یک شرط پایانی صدق می

تصادفی سازوار از یک زوج فرآیند تشکیل شده است. چنین معادلاتی در مسائل گوناگونی در علوم م الی  

گ ذاری مش تق م الی در     پ ردازیم. ارزش  میی گذاری مشتقات مال ی ارزش مسئلهشوند که ما به  ظاهر می

قاب ل بی ان    BSDEمطالعه شد در قال ب   توسط بلک و شولز و مرتون 5329یک بازار کامل که در سال 
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0باشد، به این صورت که اگر می   بازدهی یک مشتق مالی با تاریخ انقض ایT     باش د، در ی ک ب ازار

ای بازتولید کرد که ارزش  مشتق مالی به گونه ی های پایه متشکل از دارایی ای توان سبد سرمایه کامل می

با  BSDEبه وسیله یک  Yپوششی ی باشد. بنابراین دینامیک سبد سرمایه برابر با  Tی آن در لحظه

مطابق با استراتژی پوشش ی در س بد س رمایه اس ت و ارزش      Zشود که در آن  بیان می fمولد خطی

باش د. در حقیق ت    پوششی در هم ان لحظ ه م ی    ی برابر با ارزش سبد سرمایه tی مشتق مالی در لحظه

صورت ارزش مش تق م الی خ وش     های پوششی وجود دارد که در این متناهی از این سبد سرمایه تعداد نا

ه ایی ب ر    گ ذاری ب دون آربیت راژ، مح دودیت     ارزش ی تعریف نخواه د ب ود، ول ی ب ا اس تفاده از نظری ه      

ش ود. ب ا اس تفاده از     ی ریسک خنث ی اعم ال م ی    زههای پوششی تحت یک اندا پذیری استراتژی انتگرال

خوش تعریف است؛ یعنی با  ی گذاری یک مسئله ارزش ی شود که مسئله نشان داده می BSDE ی نظریه

ی ک س بد    –و نه ریسک خنث ی   -احتمال اولیه  ی پذیری تحت اندازه در نظر گرفتن شرط مربع انتگرال

ی پوششی منحصر به فرد و در نتیجه یک ارزش منحصر به ف رد ب رای مش تق م الی ب ه دس ت        سرمایه

 آید.   می

 BSDEنقاط قوت و ضعف استفاده از  1.1

کلاس  یک مزای  ایی دارد. بس  یاری از  SDEریاض  ی م  الی در مقایس  ه ب  ا  ی در ش  اخه BSDEرویک  رد 

دیفی وژنی و ...،   –های پرش  شولز، تلاطم تصادفی و مدل – های مالی مانند بلک های مربوط به بازار مدل

متفاوت ب رای   ی های نامطلوب بازار مانند نرخ بهره قابل بیان هستند. همچنین ویژگی BSDEدر فرمت 

باش ند ک ه    نیز در این قالب قابل بیان می [4] ای های معامله ، وجود هزینه[1]قرض گرفتن و قرض دادن

کند. از مزایای دیگر این روش ای ن   های مالی تبدیل می سازی انعطاف پذیر در مدل ی آن را به یک نظریه

گ ذاری نیس ت و    ریس ک خنث ی در ارزش   ی است که در این رویکرد، نیازی ب ه در نظ ر گ رفتن ان دازه    

ب ا   BSDEه ای   توان آن را برای بازارهای غیر کامل نیز به کار برد. در پایان اینک ه ج واب   همچنین می

را  PDEدر ارتباط هستند؛ به این معنا که اگر ما بت وانیم ج واب ی ک     PDEخاصی از  ی های رده جواب

 مرتبط با آن را نیز به دست آوریم و برعکس. BSDEتوانیم تخمینی از جواب  تقریب بزنیم می
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شرط مرزی، یک شرط پایانی است و م ا   BSDEباشد. در  دارای مشکلاتی نیز میالبته  BSDEکاربرد 

وابس ته ب ه اطلاع ات     BSDEتوانیم در زمان به عقب حرکت کنیم، در واقع مطلوب است که جواب  نمی

بای د نس بت ب ه     BSDEاطلاعی در دست ن داریم. در عم ل ج واب ی ک       آینده نباشد، چرا که ما از آن

)کنیم سازوار باشد، به همین دلیل جواب از دو قسمت ای که با آن کار می پالایه , )
t t

Y Z    تش کیل ش ده

است؛ 
t

Z  فرآیند کنترل نام دارد و
t

Y کند. مش کل دیگ ری ک ه در     را به سمت شرط پایانی هدایت می

وج ود   ه ا  وجود دارد این است که قضایای زیادی برای وجود ج واب و یکت ایی آن   BSDEمسیر کاربرد 

 ها روز به روز در حال گسترش هستند. ندارد و البته این مدل

 

 گذاری و پوشش ریسک مشتقات مالی ارزش 2

ی ریسکی و ی ک دارای ی ب دون ریس ک ب ا دینامی ک        دارایی پایه nای شامل  فرض کنید سبد سرمایه

0 0 ,

1

, , 1, ..., .

n

i i i i j j

t t t t t t t t

j

d S S r d t d S S d t d W i n 



 
    

 
    در دس    ت باش    د ک    ه

1 *
( , . . . , )

n
W W W    یک حرکت براون ی اس تاندارد ب رn   و در فض ای احتم ال( , , )F P   .اس ت

,همچنین فرض کنید فرآیندهای ,r   بین ی   ی حرک ت براون ی قاب ل پ یش     کراندار و نسبت به پالای ه

1باشند و
t t t t

r    که فرآیند کراندار ، ی ریسک ن ام دارد و   حق بیمه
t

r    ی  فرآین د ن رخ به ره

مدت و کوتاه
t

 پذیر تلاطم هستند؛ تحت مفروض ات ف وق ب ازار کام ل اس ت. ف ردی ب ا         ماتریس وارون

ی س  رمایه
t

V   0]ی در نظ  ر بگیری  د ک  ه در لحظ  ه , ]t T توان  د مق  دار  م  یi

t
 را در دارای  یi ام

)کن  یم اس  تراتژی  گ  ذاری کن  د. ف  رض م  ی   س  رمایه , )V    ی خودت  امین باش  د یعن  ی س  رمایه

0
0

n i

i
V 


   در ،

0 00

i
t n i t

t t ii

t
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   و یا SDE دلمعا 

* *

*

( 1)

[ ] .

t t t t t t t t t

t t t t t t

d V rV d t r d t d W

rV d t d W d t

   

  

   

  

 

*که

0

, . .
T

t t
d t P a s    صدق کند. اکنون یک مشتق مالی با بازدهی ،  انقض ای  وت اریخT  در

)تامیناستراتژی خود نظر بگیرید؛ , )V  شود هرگاه می برای مشتق مالی، پوششی نامیده 
T

V  . 

باش د ک ه نش ان    پ ذیر   یک متغیر تصادفی مثبت و مربع انتگرال فرض کنید بازار کامل باشد و  قضیه

کنن د. اس تراتژی    ه ای پای ه در م دل مف روض ص دق       ی بازدهی یک مشتق مالی است و دارای ی  دهنده

)پوشش  ی , )X   ب  رای    ی دیفرانس  یل تص  ادفی پس  رو   معادل  هوج  ود دارد ب  ه طوریک  ه در

, ,
t t t t t t t t t T

d X r X d t d t d W X     
 

    ،این حالت ارزش ب ازاری  کند و در صدق می
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Xی موردنیاز برای پوشش یعنی کمترین سرمایه *، همان ارزش منصفانه  باش د. همچن ین اگ ر    م ی

( ; )
t

s
H s t  طوریکه عامل تنزیل باشد به*

[ ] , 1
t t t

s s s s s t
d H H r d s d W H    ،آنگاه 

, . .
t

t T t
X E H F a s 

 
. 

)شرط ی اخیر و توجه شود که از رابطه , 0 ) 0
t

V t T   شود که تحت ای ن م دل در ب ازار     ثابت می

 .]8[آربیتراژ وجود ندارد و استراتژی پوششی منحصر به فرد است. اثبات در

ها دست نداد عبارتند از قضایای وجود و یکت ایی ج واب    مطالبی که در این مقاله فرصت پرداختن به آن

BSDE قاب ل  گ ذاری مش تقات م الی.      ی مثال و الگ وریتم در ارزش  ها و ارائه های حل عددی آن ، روش

قاب ل   ،م الی  گذاری مشتقات ی ارزش معادلات دیفرانسیل تصادفی پسرو در مسئلهتوجه است که رویکرد 

ای ب رای   خ ود زمین ه   مباح ث  باشد که ای ن  به همراه پرش نیز میهای  مدلتعمیم به حالت ناپیوسته و 

 .سازد مطالعات آینده فراهم می
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