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 آن کاربردهای و آماری استنباط دیدگاه از گومبرتز انتشار مدل تعمیم

 

 *مهدی شمس

 دانشکده علوم ریاضی، دانشگاه کاشان
 

 که قتیحق این اساس بر گومبرتز انتشار تصادفی فرایند از غیرهمگن تعمیم یک مقاله این در: چکیده

 اساس بر تعمیم روش. شودمی مطالعه است زمان به وابسته تابعی ،رانش یک در سرعت کاهش عامل تنها

 حداکثر براورد آن، روند توابع ،فرایند احتمال چگالی تابع در این مقاله. است ایتو و وفورکولموگ معادلات

 . دنشومی محاسبه پارامترها اطمینان فاصله و درستنمایی

 .درستنمایی حداکثر براورد سرعت، کاهش عامل گومبرتز، انتشار فرایندکلمات کلیدی: 

 .  62F10 ،65C30 ،60H10 :موضوعی طبقه بندی

 

 مقدمه 1

های تصادفی انتشار انجام شده است ک ه ای ن تحقیق ات     در دهه اخیر مطالعات فراوانی در مورد مدل

شناس ی،  گون اگونی نظی ر زیس ت   ه ای   ه ا در ش اخه   بینی پدی ده منجر به کاربردهایی در برازش و پیش

ل گ ها، فرایندهای انتش ار تص ادفی نظی ر     فیزیک، پزشکی، اقتصاد و ریاضیات مالی شده است. این مدل

، [4]تی رریک ا شود. از دیدگاه معادلات انتشار تص ادفی،   نرمال، رایلی، گومپرتز و لوجستیک را شامل می

ه ای   کاربردهای آن در زمین ه رش د س لول    که دکرمعرفی  را( SGDPفرایند انتشار تصادفی گومپرتز )

در این مقاله ب ه   و غیره توسط محققان مطرح شد. ([2])و مصرف گاز طبیعی در اسپانیا  ([5])سرطانی 

 ،بررسی یک حالت غیرهمگن از فرایند انتشار گومپرتز براساس این حقیقت ک ه ض ریب ک اهش س رعت    

ش ود. در ابت دا ت ابع چگ الی احتم ال فراین د و تواب ع رون د )ش رطی و           تابعی از زمان است پرداخته می

 براوردهای آماری نظیر  استنباط ،گیری گسستهاستفاده از نمونه باشوند و سپس  غیرشرطی( محاسبه می

ص له اطمین ان   گره ای حاص ل ش ده و فا   براوردیافتن توزیع  ،پارامترها توسط روش حداکثر درستنمایی

 شوند.  رفی میعکاربردهای این مدل مسازی شده، شبیههای  گردند. در پایان برای داده پارامترها انجام می

 

 فرایند انتشار تصادفی گومپرتز تعمیم 2

ح ل مع ادلات دیفرانس یل تص ادفی ایت وی       ب ه ص ورت   [4]تی رهمگن توسط ریک ا  SGDPدل م

( ) [ ( ) ( ) lo g ( ( ))] ( ) ( )d x t x t x t x t d t x t d w t      که ثابت  شدمعرفی    ن رخ رش د ذات ی و ،
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، ض  ریب انتش  ار اس  ت. ب  ا تب  دیل   ، عام  ل ک  اهش س  رعت )ش  تاب منف  ی( و ثاب  ت    ثاب  ت 

( ) lo g ( ( ))
t

y t e x t


 ،SGDP ن حقیق ت  ی. بر اساس ا[2]شود  ر تبدیل مینهمگن به یک فرایند وی

ب     رای معرف     ی تعم     یم ای     ن فراین     د، معادل     ه دیفرانس     یل تص     ادفی عم     ومی  

( ) ( , ( )) ( ) ( )d x t a t x t d t x t d w t   که
0

[ , ]t t T  ورا در نظر بگیرید ( , ( ))a t x t ای پیدا  به گونه

)ت ابع  ب رای  ر حاصل شود. برای این منظ ور  نکه معادله بالا از یک فرایند وی شودمی )g t  روی
0

[ , ]t T، 

)فرمول ایتو را روی تبدیل  ) ( ) lo g ( ( ))y t g t x t کنیم اعمال می:   
2

( ) ( , ( ))
( ) ( ) lo g ( ( )) ( ) ( ) .

( ) ( ) 2

g t a t x t
d y t g t x t d t g t d w t

g t x t




 
    

 

 

)شرط این که  )y t ر باشد آن است که باید فقط تابعی از زمان باشد ب ه ط وری ک ه    نیک فرایند وی
( ) ( , ( ))

( ) ( )
log ( ( )) ( )

g t a t x t

g t x t
x t k t



  .  از این رو یک نسخه غی رهمگن ازSGDP  ن رخ رش د ذات ی و     ب ا

 آید:   عامل کاهش سرعت به دست می

( )
( ) ( ) ( ) ( ) lo g ( ( )) ( ) ( ) .

( )

g t
d x t k t x t x t x t d t x t d w t

g t


 
   
 

 

کن  یم پ  ارامتر ک  اهش س  رعت تنه  ا ب  ه زم  ان بس  تگی دارد و ل  ذا    در ای  ن تحقی  ق ف  رض م  ی 

( ) ( , )k t a        در این حالت، تعم یم خ انواده فراین دهای انتش ار . 0
( ) : [ , ]x t t t T   ب ا

0)مقادیر اختیار شده در  , ) شوند:  نهایت کوچک به صورت زیر داده میو گشتاورهای بی 

2 2

1 2

( )
( , ) ( ) ( ) lo g ( ( )) , ( , ) ( ) .

( )

g t
A t x ax t x t x t A t x x t

g t



                 (1) 

)های  قابل یادآوری است حالت )g t  ،ثابت( )
t

g t e


  و( )g t t   ل گ به ترتیب فرایند همگ ن-

 د.  نده گومپرتز را نتیجه می نغیرهمگ وگومپرتز  نهمگ ،نرمال

)( با نماد 5اگر تابع چگالی احتمال مدل ) , | , )f y t x s      روف ونش ان داده ش ود، مع ادلات کولموگ

 برقرار هستند و به عنوان نمونه معادلات پیشرو برابر است با: 

   
2 21

2
/ ( , ) / ( , ) / .f t a t y f y b t y f y         

روی  [3]تی رقض یه ریک ا  برقراری و کافی برای  ( شرط لازم5یت کوچک فرایند )انهگشتاورهای بی

کنند. تب دیل مناس ب در ای ن حال ت ب ه ص ورت        را تضمین می ینرتبدیل یک فرایند انتشار به فرایند و
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2
( ) ( )

t

s

t g d     و
2( ) / 2

( , ) lo g ( ) ( )
t

g t a

s

t x x g d


 
 

    بن  ابراین ت  ابع   .باش  د م  ی

 چگالی احتمال فرایند حاصل عبارت است از:  
 

2

2 2

lo g ( ) ( , , )

2 2 2 ( , )
( , | , ) 2 ( , ) e

y s t x

s t
f y t x s s t



 
 




             (2) 
2نرمال لگکه چگالی توزیع  2

1
( ( , , ) , ( , ) )s t x s t    با 

2

2 22

2

( ) 1
( , , ) lo g ( ) ( ) , ( , ) ( )

( ) ( ) ( )

t t

s s

ag s
s t x x g d s t g d

g t g t g t



     


     

2باشد. در حالتی که  می 2

1
( ) | ( ) ~ ( ( , , ) , ( , ) )

s s
x t x s x s t x s t       تابع رون د ش رط فراین د ،

 برابر است با: 
2 2

22

2

( )
( ( ) | ( )) ex p lo g ( ( )) ( ) ( ) .

( ) ( ) 2 ( )

t t

s s

ag s
E x t x s x s g d g d

g t g t g t




   


  
 

 
 

  (3) 

شرط اولیه برقراری فرض با 
1 1

( ( ) ) 1P x t x  ، :تابع روند فرایند برابر است با 

(4) 
2

1 1

2

21 2

1 2

( )
( ( )) e x p lo g ( ( )) ( ) ( ) .

( ) ( ) 2 ( )

t t

t t

ag t
E x t x t g d g d

g t g t g t




   


  

 

 
 
 

  

 

 استنباط های آماری در مدل   3

 گیری گسستهبا نمونه
1

= ( , ..., )
n

x xx  های زمانی فرایند در لحظهاز
1

( , . . . , )
n

t t  و تحت شرط اولیه

1 1
( ( ) ) 1P x t x   و قبول این فرض که( )g t  تنها به زمان بستگی دارد، تابع درستنمایی متناظر با

2 یعنیفرایند 

1 1

2

( ; , ) ( , | , )

n

j j j j

j

L f x t x t 
 



 x ( 2با استفاده از)صورت  ، به

2

1 1

2 2

1

lo g ( ) ( , , )2 2 1

1 2 ( , )

2

( ; , ) 2 ( , ) ex p ( ).
j j j j

j j j

n
x t t x

j j x t t

j

L t t


 
   

 



 
 





 x ه منظور ب .شود نوشته می

برای کار کردن با یک تابع درستنمایی معلوم و برای محاسبه ساده براوردگرها، نمونه گسسته را 

2 , ...,j n  به صورت
1

1

( )
( )

j
j

j
j

tv

j g t
t

u g d 




   و 1
( )1

1( )
lo g ( ) lo g ( )

j

j

g t

j j j jg t
v x x




  

 شود: و بنابراین تابع درستنمایی به صورت زیر نوشته می کنیم تبدیل می

   
1

1

2 2 2

,.. . , 2

1
( , ) 2 e x p

2
n

n

v v
L  




         

 

a v a U v a U  

2که در آن 

2
a


 a ،

1
= (v , . . . , v )

n
V، 

1
( , )

j j j
v v t t


  و

2
= (u , . . . , u )

n
U. گیری از با مشتق

2و  a لگاریتم تابع درستنمایی نسبت به
 گرهای حداکثر درستنمایی به صورت زیر حاصل براورد

 شوند:  می
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2 1
ˆ N 


 a = (U U )U V ~ (a , (U U ) )                                   (5) 

2 1 2 2

1 2
ˆ( 1) ( ) ~

n n
n   



 
    V I U (U U ) U V               (6) 

2توان نشان داد  می
ˆ ˆ( , )a 2م برای أآماره بسنده تو

( , )a  گرهای براورداست و بنابراینâ  و

21
ˆ

2

n

n





U، به ترتیب  M V U E  برایa  2و

  1هستند. فواصل اطمینان 0 0 (1 )%  برایa  و

2
  :به ترتیب به صورت زیر خواهند بود 

2 2
, 1 , 1

ˆ ˆˆ ˆ/ 1 , / 1
n n

t n t n  
 

   
 

a a +                        (7) 

2 2

2 2 2 2

, 1 1 , 1
ˆ ˆ( 1) / , ( 1) / .

n n
n n    

  

  
 

                          (8) 

 

 سازی  شبیه. 4

9سازی شده مصرف برق )برحسب های شبیه اکنون کاربرد مدل بررسی شده برای داده
1 کیلو  0

( انجام 6( و )1پارامترهای مدل توسط روابط ) براوردمشاهده اول برای  20شود. ابتدا  وات( مطرح می

-شوند. برای پیش ( محاسبه می4( و )2پذیرد و سپس فواصل اطمینان پارامترها توسط معادلات ) می

شده  براوردو تابع روند شرطی  (ETFشده ) براوردهای بعد از تابع روند  سال بینی مقادیر مصرف برق

(ECTF) ( حاصل 8( و )9های ) ها در عبارت متناظر آن براوردجا کردن پارامترها با بهکه با جا

4. به عنوان نمونه با استفاده از تابع شود ، استفاده میگردند می
( )g t t


 گرهای متناظر و براورد، مقادیر

ˆفواصل اطمینان به ترتیب برابرند با  0 .0 6 1a ،2
ˆ 1 . 7 9 3  ،( 0 . 0 5 5 , 0 . 0 6 8  و (

4
(1 .0 3 7 , 3 .8 2 ) 1 0


.  بینی شده توسط دهد و مقادیر پیش بینی را نشان مینتایج پیش 5جدول

ETF  وECTF این توابع به ترتیب به صورت  (بالا)های پایین و کرانLL-ETF(UL-ETFو ) LL-

ECTF(UL-ECTF ) های ساخته شده توسط  بینیها و پیش برازش 5نمایش داده شده است. شکل

ETF  وECTF دهد.  را نشان می 
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 ECTFو  ETFبینی بر اساس : پیش5جدول 

 

 
 ETFبینی بر اساس : برازش و پش5شکل 

 

 
 ECTFبینی بر اساس : برازش و پش2شکل 
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