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یک فرایند لوی و توأم در مباحث مربوط به ریاضی مالی و بیمسنجی یافتن توزیع  :چکیده

 توأمهای آن همواره مورد توجه بوده است. اهمیت این موضوع به این دلیل است که توزیع  کرانگین

گذاری انواع دارایی مانند اختیارات معامله  گفته شده در حل بسیاری از مسایل از جمله در قیمت

های موجود در  کاربرد دارد. همچنین دلیل انتخاب فرایند لوی این است که این فرایند واقعیت

توزیع ارائه دست آوردن این  های متعددی برای به تر نشان می دهد. راه بازارهای مالی را بهتر و دقیق

توان فرایند لوی را توسط یک قدم زدن تصادفی تقریب زد، مسیرهای  شده است. برای مثال می

سازی کرد و بیشترین مقدار را در هر اجرا ثبت کرد که روشی بسیار کند و  مربوط به آن را شبیه

های فرایند  ینشود، از توابع چگالی احتمال کرانگ وقت گیر است. روشی که در این مقاله ارائه می

از توابع قطعاً چگالی احتمال مورد نظر، دست آوردن توابع  گیرد. برای به لوی مورد نظر کمک می

 کنیم. مثبت استفاده می

 هوپ ف. -ک ارلو. تجزی ه وین ر    س ازی مون ت   هیلبرت. شبیه-اختیارات معامله. مساله ریمانکلمات کلیدی: 

 فرایند لوی.

 47A68 . 42A82 . 65C05 .35Q15  :موضوعی طبقه بندی

 

 مقدمه 1

}فرض کنید  : 0}
t

X X t  که توسط سه ت ایی  [4]یک فرایند لوی باشد ( , , )    ش ده   تعری ف

 tی  هر لحظ ه  خینچن در-توان با استفاده از فرمول لوی ، آنگاه تابع مشخصه این فرایند لوی را میباشد

 به صورت زیر نوشت:

                                      [ ] e x p ( ( )) ,t
iz X

E e t z   

) که در آن )z شود: نمای مشخصه است و به صورت زیر تعریف می 
                                                           

*
 سخنران  
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1
( ) (1 1 ) .

2

iz x

x
z i z z e iz x d x  


      

دراین رابطه  ، 2
0  و ش ود و در   که بر روی خط حقیقی تعریف می ی لوی گویند را اندازه

 خواص زیر صدق می کند:

                               
2

( 1) .x d x          ,         ({0} ) 0  

) نمایی متغیر تصادفی )q را که مستقل از فرایند لوی  X   است را با پارامترq  گی ریم  در نظر م ی .

 کنیم: های فرایند لوی داده شده را به صورت زیر تعریف می اگر کرنگین

                    in f{ : ( )}
q s

N X s q          ,         s u p { : ( )}
q s

M X s q  

X ی فرایند لوی تابع مشخصهآنگاه 


 :صورت زیر خواهد بود به 

                                                         [ ] .
( )

iz X q
E e

q z

 
 

 

 است اُمید ریاضی   ی بامانع، کافی گذاری یک اختیار معامله حال برای قیمت

                                                      
{ }

[ ( )1 ]
t

t x M b
E f x X

 
 

0bکه در آن  را حل کنیم   و با انتخاب تابعf ،نوع اختیار بامانع را انتخاب کرد. برای مث ال  توان  می

)اگر  ) ( )
x

f x K e


  شده، یک اختیار ف روش بام انع از ن وع ب الا ب ا      ، آنگاه اُمید ریاضی گفته باشد

 باشد. ارزش می

های آن  فرایند لوی و کرانگینتوأم برای اینکه بتوانیم روند گفته شده را انجام دهیم، نیاز است که توزیع 

دست آوردن توزیع گفته شده در بسیاری از موارد کاری بسیار س خت   دست بیاوریم. از آنجایی که به را به

( هس تیم.  [2]ک ارلو  س ازی مون ت   ه ای عددی)ش بیه   شدنی است، لذا مجبور به استفاده از روشو حتی ن

یک تکنیک ریاضی است که در ریاضیات کاربردی به طور گسترده م ورد اس تفاده    [1]هوپف-روش وینر

س یع  گیرد. این روش در ابتدا برای حل دستگاه معادلات انتگرالی توسعه یافته است. اما کاربرد و قرار می

ی آغ ازین   توان به عنوان نکت ه  ای که می آن در حل معادلات دیفرانسیل با مشتقات دو بعدی است. نکته

هوپف را با استفاده از تب دیل فوری ه و   -توان معادلات وینر برای شروع کار در نظر گرفت این است که می

ر کلی با یک مشکل عمده هم راه  طو هیلبرت، باز نویسی کرد.  اما استفاده از این روش و به-مساله ریمان
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هوپف در اکثر موارد سخت و غیر قابل حل هستند. لذا نیاز اس ت  -است و آن این است که معادلات وینر

شود، از تواب ع قطع اً    گونه مسایل یافت. روشی که در این مقاله معرفی می تا راه حل بهتری برای حل این

کدام از مشکلات گفته شده را ن دارد و    ه است که هیچکند که مترادف با توابع مشخص مثبت استفاده می

 کند. یک تقریب نسبتاً دقیق را ارائه می

 

  های آن کارلو توزیع توام یک فرایند لوی و کرانگین سازی مونت . شبیه2

فرض کنید
1 2 3
, , , . . .e e e  ای از متغیرهای تصادفی مستقل و هم توزیع با توزیع نم ایی باش د ک ه     دنباله

0tدارای میانگین یک هستند. آنگاه برای هر   توان نوشت: قانون قوی اعداد بزرگ می و با توجه به 

         (1.2)                               
1

lim ( )

n

i
n

i

t
e t

n 


 

متغیر تصادفی 
1

n

i

i

t
e

n

 یک متغیر تصادفی گاما با پارامترهایn وn

t
است که از ای ن ب ه بع د ب ا نم اد       

( , )g n n tدهیم نمایش می  . 

 

0nبرای هر  .2.1قضیه   0و  همچنین با توجه به تعریف و  :

n

i

i i

g e 



   خواهیم داشت: 

                                             
( , ) ( , )

( , ) ( ( , ) , ( , ) ) ,

d

g n g n
X M V n J n

 
  

) که در آن , )V n  و  ( , )J n شود به صورت زیر تعریف می: 

                                    ( ) ( )
( , ) ( 1, )

n n
V n V n S I

 
     

 و

                         ( )
( , ) m a x ( ( 1, ) , ( 1, ) )

n
J n J n V n S


      

0)و همچنین  , ) (0 , ) 0V J   و ( 0 ) ( 0 )
0S I

 
 .  از طرفی 

( )
{ : 1}

j
S j


 و ( )

{ : 1}
j

I j


 

 توزیع هستند که به تریتیب دارای توزیع مشترک با و هم های مستقل  دنباله
1

e
M



 و 
1

e
N



 .باشند می 

 

 رجوع شود. [5] به برهان:

 

1)ه با توجه به رابط .2 ) توان گفت ک ه دوت ایی   می ( ( , ) , ( , ))V n n t J n n t   ب ه دوت ایی ( , )
t t

X M 

)دست آوردن توزیع توام  . لذا برای بههمگراست , )
t t

X M توزی ع   ای مستقل و هم یک دنباله کافی است
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(1)از 
:

n t n t
S S  1)و )

:
n t n t

I I و با استفاده از قض یه  را تولید کرد( 2 توزی ع گفت ه ش ده دس ت     ب ه   (1.

 .یافت

ریاضی اثر این ت ابع ب ر    اُمیددست آوردن  . آنگاه برای بهداده شده باشد Fحال فرض کنید تابع مناسب 

)روی دوتایی  , )
t t

X M به شکل زیر استفاده کرد سازی مونت کارلو باید از شبیه: 

                         
( ) ( )

1

1
[ ( , ) ] ( ( , ) , ( , ) ).

k

m m

t t

m

E F X M F V n n t J n n t
k 

 

 .تر است تر باشد، تخمین گفته شده دقیق بزرگ kکه در این رابطه هر چقدر مقدار 

 

 اجراسازی و پیاده .9

های آن بود. اما این  یک فرایند لوی و کرانگینتوأم دست آوردن توزیع  ی به آنچه تاکنون گفته شد، نحوه

دس ت آورد.   های فرایند مورد نظر را ب ه  کار زمانی قابل انجام است که بتوان تابع چگالی احتمال کرانگین

شود اما پیش از آن لازم است چن د   راه حلی برای این کار ارائه می  مثبت، قطعاًدر ادامه با استفاده توابع 

 تعریف آورده شود.

گویند اگر وتنها اگر تبدیل فوریه آن همه ج ا موج ود و مق ادیر آن     را قطعاً مثبت می f تابع. 3.1تعریف

 غیر منفی باشد.

اگر .3.1قضیه
q

M
f و 

q
N

f به ترتیب توابع چگالی احتمال 
q

M و  
q

N(های فرایند ل وی  کرانگین X


 

 :باشد، آنگاه

   ( ) e x p (( 1) ( ) )
2

q
N

c
f z iz g z


        ,   ( ) ex p (( 1) ( ) )

2
q

M

c
f z iz g z


   

 که در آن

                                   
0

e x p ( ) 1

( ) lim ( ) ,

2 ( )
h

n

z
i n

h
g z g n h

z
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h










 

 





 

 و

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


 چهارمین همایش ریاضیات و علوم انسانی│128

 

                                    
0

1 e x p ( )

( ) lim ( ) .
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i n
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g z g n h
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i n

h










 

 





 

 شود: به صورت زیر تعریف می g. همچنین تابع باشد می

                                                
ln ( ) ln ( ( ))

( ) ,
1

c q q z
g z

iz

   



 

 .یک مقدار ثابت است cکه در آن 

 

 رجوع شود. [3] به برهان:

  

  ها مرجع
 

1. Ho, Juwen. "The Wiener-Hopf Method and Its Applications in Fluids." (2007). 

2. Korn, Ralf, Elke Korn, and Gerald Kroisandt. Monte Carlo methods and 

models in finance and insurance. CRC press, 2010. 

3. Kucerovsky, Dan, Amir TP Najafabadi, and Aydin Sarraf. "On the Riemann-

Hilbert factorization problem for positive definite functions." arXiv preprint 

arXiv:1506.00977 (2015). 

4. Kuznetsov, Alexey. "Wiener–Hopf factorization and distribution of extrema 

for a family of Lévy processes." The Annals of Applied Probability 20.5 

(2010): 1801-1830. 

5. Kuznetsov, Alexey, et al. "A Wiener-Hopf monte carlo simulation technique 

for Lévy processes." The Annals of Applied 
 
  

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir

