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 گذاری های استوار آماری در انتخاب سبد سرمایه روش
 

 *2، اسماعیل چوگلی5 علی آقامحمدی

 گروه آمار، دانشگاه زنجان 5

 گروه ریاضیات مالی، دانشگاه تحصیلات تکمیلی علوم پایه زنجان 2

 

کواریانس بازده -های استوار برای ماتریس واریانس جهت برآوردهای استوار آماری با ارایه رویکردی  روش: چکیده

واریانس و عامل ایجاد خطای برآورد در این -های کمترین نیاز جهت تشکیل سبد  ها، که تنها پارامتر مورد دارایی

  ها کاهش حساسیت وزن سبد گیرند. هدف این روش ها نیز هستند، در نظریه انتخاب سبد مورد بحث قرار می سبد

ها با در نظرگرفتن این  ها در این روش ها از توزیع واقعی آنها است. برآوردگر نسبت به انحرافات توزیع بازده  دارایی

ها همواره از توزیع واقعی انحراف دارد، اطلاعات مفیدی نه تنها برای توزیع واقعی بلکه  حقیقت که توزیع بازده دارایی

سازی غیرخطی منفرد که  ها با ارایه یک مسئله بهینه دهند. در واقع این روش های همسایه نیز ارایه می برای توزیع

شود. در این مقاله با فرض  های استوار هستند، شروع می های سبد و تابع هدف آن برآورد های تصمیم آن وزن متغیر

سازی استفاده  یخته جهت شبیههای نرمال آم ها از توزیع واقعی، از انواع توزیع های متفاوت انحراف بازده دارایی حالت

  دهیم. های معمول مورد بررسی قرار می ها را با سبد های استوار در این روش کنیم و عملکرد و همواری وزن سبد می

 واریانس، استوار آماری، خطای برآورد-انتخاب سبد، مدل کمترینکلمات کلیدی: 

 91G70, 91G10 طبقه بندی موضوعی:

 

 مقدمه 1

تواند کلی ه ث روت    گذار می گذاری وجود دارد. یک سرمایه در بازار برای سرمایه  (n>1)،         رایی دا nفرض کنید 

گذاری می کند را با  سرمایه Siها اختصاص دهد. اگر نسبت ثروتی که او در دارایی  گذاری را به این دارایی خود برای سرمایه

wi  نشان دهیم، آنگاهw=(w1   wn) ده د. اگ ر ب ردار     ها در سبد را نشان م ی  وزن هریک از داراییR=(R1    n) 

 ها در دوره آتی باشد، آنگاه بازده مورد انتظار و واریانس سبد به صورت ی بازده این دارایی نشان دهنده

                       , 

         ∑              ∑ 

   

 

ی  ، نشان دهندهσij   ρij σi σjکه در آن  ∑(σij)=های مورد انتظار و  بردار بازده µ(µ1   µn)=که در آن خواهد بود 

 (.5944است )جونز،  Rکواریانس بردار -ماتریس واریانس

 

 انتخاب سبد   2

-اولین مدل برای مسأله انتخاب سبد بهینه برمبنای رابطه ریسک و بازده توسط مارکوئیتز ارائه شد که ب ه م دل می انگین   

گذاری است، ب ه   های ناهمبسته جهت سرمایه واریانس معروف است. ایده اصلی نظریه مدرن سبد انتخاب ترکیبی از دارایی

                                                           
*
 سخنران  
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دارای ی   Nو یک بازده ثابت با ریس ک کمت ر بدس ت آی د. ف رض کنی د        کردهها ریسک یکدیگر را خنثی  طوری که دارایی

 :استسازی زیر  واریانس جواب مسأله بهینه-میانگینبه روش ریسکی مفروض باشد، سبد 

     
 

  ∑̂  
 

 
 ̂   

                     
های  ای بازده واریانس نمونه  ̂∑  های سبد،  ای بازده میانگین نمونه   ̂ های سبد،  بردار وزن      که در آن 

 . ( 5312)مارکوئیتز،  گریزی است پارامتر ریسک  سبد و 

ای ک ه در   های تاریخی و با تکیه بر این اصل ک ه رابط ه   از روی داده ∑و  µواریانس با برآورد -میانگینبه روش سبدهای   

 ، س بد روش تش کیل  آیند؛ اما این  ، بدست میداشتخواهد  داشته در آینده نیز تا حدودی وجودها وجود  گذشته بین بازده

های بهینه بدست آمده از این روش نس بت ب ه خطاه ای     توان به حساسیت وزن مشکلات اساسی دارند که از جمله آن می

 دارد. آنها های ارامترها تاثیر زیادی بر وزنبرآورد پارامترهای ورودی اشاره کرد؛ بطوری که کوچکترین خطا در برآورد این پ

لذا در این مقاله با حذف عامل بزرگتر ایجاد خطای برآورد یعنی میانگین ب ازده م ورد انتظ ار، نظ ر خ ود را ب ه س بدهای        

 باشد که کمترین بر روی مرز کارا می ای  یکتای بهینه وتریانس سبد -سبد کمترینواریانس معطوف خواهیم کرد. -کمترین

این سبد در قیاس با سبدهای آید.  ها بدست می کواریانس بازده دارایی-از برآورد ماتریس واریانسریسک را داشته و میزان 

دهد.  ها از توزیع نرمال مفروض حساسیت کمتری از خود نشان می واریانس نسبت به انحرافات توزیع بازده دارایی -میانگین

اس ت و بن ابراین    (   )نهای ت   گری زی ب ی   واریانسی با پارامتر ریس ک -انگینواریانس در واقع سبد می -سبد کمترین

 :سازی زیر بدست آورد. توان با حل مسأله بهینه های بهینه این سبد را می وزن

    
 

  ∑̂  

            . 
های بصورت نرمال توزیع یافته همان برآوردگرهای حداکثر درستنمایی  کواریانس برای بازده-برآوردگرهای ماتریس واریانس

(MLE ) های بصورت نرمال توزیع یافت ه دارن د ول ی     های خوبی که این برآوردگرها برای بازده هستند. اما با وجود ویژگی

 ( .5944)چونز،  دهند از توزیع )نرمال( مفروض حساسیت زیادی از خود نشان میها  نسبت به انحرافات توزیع بازده دارایی

در تش کیل  ب رآورد پارامتره ای ن امعلوم     برایکه در آن از برآوردگرهای استوار  استارائه رویکردی  هدفلذا در این مقاله 

 Sکه با استفاده از برآوردگرهای استوارواریانس -کمتریناز این رو، گروهی دیگر از سبد به روش  .استفاده خواهیم کرد سبد

   ، ارایه خواهد شد.آیند بدست می  M و

 سبدهای استوار  1.2

 ها حتی زمانی که توزیع حقیقی برآوردگرهای استوار در واقع، برآوردگرهایی هستند که اطلاعات مفیدی درباره بازده دارایی

 انحراف داشته باشد های اساسی است،واریانس از فرض-وش میانگینکه معمولا در تشکیل سبد به ر نرمال از توزیع هابازده

در همس ایگی آن نی ز   دیگ ر  . به طور خاص این برآوردگرها نه تنها برای توزیع مفروض بلکه برای هر توزی ع  کنندارایه می

 دهد. های خوبی ارائه می ویژگی
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 :M سبد   

های بهینه  وزنآیند.  بدست میM برآوردگر استوار  استفاده ازبا کنیم ارائه می در این جا  کهاولین رده از سبدهایی استوار 

 سازی زیر بدست می آیند  از حل مسئله بهینهدر این روش  Mسبد 

   
   

 

 
∑         

 

   

 

                          
متوس ط    و ب الاخره    tبازده دارایی در زم ان    ،  تابعی محدب و متقارن با مینیمم یکتا در صفر   زیانکه در آن تابع 

 ، هم ان Mی برآوردگره ا  های خ اص از  است. توجه شود که حالت Mمقدار انتظار بازده سبد در دوره آتی تحت برآوردگر 

را بعنوان رویک ردی   Mی آیند. سبدها دست میب             ای است که با درنظرگرفتن میانگین و واریانس نمونه

س ازی   متغیر تصمیم این مس أله بهین ه  از این رو،  کنیم. تعریف می ،کند می  ریسک سبد را مینیمم  M برآوردگردر آن که 

 باشد. از ریسک سبد میM وزن سبد و تابع هدف آن برآوردگر همان 

 :S سبد 

 برای س بد  پردازیم.ی آن میهستند که در ادامه به معرف  Sمبتنی بر برآوردگرهای استوار دومین گروه از سبدهای استوار 

سازی زیر بدست  حل مسأله بهینه است که از mو  s ماننداز ریسک و بازده سبد بصورت مقادیری  S ، برآوردگرwمفروض 

 آیند: می

      
   

  

      
 

 
∑  

      

 
 

 

   

   

 

  توجه کنیم که تابع زیان . استمتغیر تصادفی نرمال استاندارد   است که           و  زیانتابع   که در آن 

 باشد: زیر دو ویژگی دارای باید 

 متقارن باشد و مینیمم یکتا در صفر داشته باشد،-5

به عبارت ثابت باشد،        اکیدا صعودی و در      بازه  به قسمی که تابع زیان درموجود باشد     باید عدد -2

 باید کراندار باشد.   دیگر

کنیم. یعنی سبد مورد  تعریف می شود،می  از ریسک سبد  مینیمم S برآوردگر روشی که در آن، را بعنوان   Sسبد استوار 

 آید: بدست می بهینه سازی زیرحل مسئله نظر از 

 

 
 

      
   

  

      
 

 
∑ (

      

 
)

 

   

   

                       
وزن س بد   wازریسک سبد و متغی ر تص میم آن    S همان برآوردگر تابع هدف توجه کنیم که در این مسئله بهینه سازی، 

 شوند.عنوان شده بررسی میسبدهای در ادامه با یک شبیه سازی کارایی  .( 2003)میگول و نوگالس،  باشد می

 مطالعه شبیه سازی  2
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ان دازه   اما  ،کندپیروی نرمال مفورض  توزیع بازده های آنها در اکثر اوقات از توزیعدو دارایی ریسکی را در نظر بگیرید که 

مف روض اس ت،   توزیع از  متفاوت  ی کهیک توزیع انحرافاز های دو دارایی ریسکی  نیز وجود دارد که بازده یاحتمال کوچک

 توزیع بازده دارایی حقیقی بصورت زیر باشد: کنیممیفرض  شوند.مشاهده 

          ∑       
توزی ع    و )همان توزی ع مف روض(     ∑کواریانس -و ماتریس واریانس  توزیعی نرمال با میانگین   ∑     در آن،  که

های دو دارای ی ریس کی بط ور مس تقل و      که بازده دارددرصد احتمال وجود  33 کنیم که  فرض میدر واقع باشد.  یانحراف

درصد توزیع یابن د و ی ک درص د احتم ال      56درصد و انحراف معیار  52یکسان تحت یک توزیع نرمال با میانگین سالیانه 

دوم  ولی با میانگین بازدهی که برای دارای ی همان انحراف معیار، های این دو دارایی طبق یک توزیع نرمال با  که بازده دارد

س ری  ، یک   یاز توزیع حقیقی بازده دارایی ها حال با تولید نمونهبرابر میانگین بازده دارایی اول است، توزیع یابد.  10-

 دهیم.بازده دارایی تشکیل می 280زمانی متشکل از 

 
  ب ازده  520 ابت دا از کنیم. میرا  روی این سری زمانی اجرا  غلتانروش شبیه سازی برای بررسی کارایی سبدهای مختلف، 

. سبدهای متناظر با این کنیممیای استفاده  کواریانس نمونه-میانگین و ماتریس واریانساز برآوردهایی محاسبه جهت اولیه 

این روند را با غلتان دن پنج ره ب رآورد ی ک     کنیم. سپس  محاسبه مینظیر آنها سازی  برآوردها را با استفاده از مسائل بهینه

سری زمانی برسیم. بنابراین بعد از انجام ای ن رون د س بدهای     آخرین مشاهدهتا زمانی که به  دهیممیمرحله به جلو ادامه 

ای ی  های بدست آمده برای هر دار زیر وزن  ها را خواهیم داشت. شکل بازده 520پنجره برآورد متفاوت از هر  520متناظر با 
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ده د )ه ر ی ک از    نش ان م ی  پنج ره ب رآورد متف اوت را     520واریانس متناظر با -واریانس و کمترین-از سبدهای میانگین

 نمودارها مربوط به وزن یک دارایی است(

 
 

ن زی ا و تابع تیوکی بایویت برای ت ابع   M سبد زیانحال با درنظرگرفتن سری زمانی ارائه شده و تابع هیوبر بعنوان تابع    

ه ای اختصاص ی    کن یم. نت ایج وزن   استوار محاس به م ی   دو روش، سبدهای متناظر با هر پنجره برآورد را برای این  Sسبد

رسم شده ولی در         در بازه 9  )توجه شود که محور عمودی شکل . های زیر آمده است: هرسبد به دو دارایی در شکل

دهد، که این بیانگر دقت ب الای س بدهای اس توار     دو دارایی را نشان مینوسانات وزن         این محور در بازه  2شکل 

 است(.

 

 
 

از  202و  563ه ای   ای متن اظر ب ا زم ان    های نمون ه  که از روی شکل مربوط به سری زمانی معلوم است، بازده طور همان  

ای تح ت   ه ای نمون ه   و بقیه ب ازده  اندد احتمالی که قبلا توصیف شد مشاهده شده، طبق همان یک درص Dتوزیع انحراف 

س بدهای اس توار و س بد    متف اوت   روش های  هایی است ک ه   . اما مهمتر از همه رفتار و وزن)مفروض( هستندتوزیع نرمال

های برآورد  شود که پنجره ها زمانی ظاهر می دهند. نکته اصلی تفاوت این روش به دو دارایی اختصاص می واریانس-میانگین

ش وند ک ه از توزی ع انح راف طبعی ت       هایی می ای شامل یک یا دو پرش منفی یا بعبارتی دیگر شامل بازده نههای نمو بازده

و  دهندنشان میواریانس را -و کمترین    گریزی  واریانس با پارامتر ریسک-کنند. دو شکل اولی سبدهای میانگین می

واریانس، البته با مقیاسی -ه دو دارایی برای سبد کمترینهای اختصاصی ب در سه شکل بالا به ترتیب از چپ به راست، وزن

ه ا نش انگر    . خطوط مستقیم در هر یک از این شکلداده شده استنشان S و سبد  Mسبد تر برای محور عمودی، و  دقیق
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کواریانس حقیقی در هر -و با جایگذاری میانگین و ماتریس واریانس Gباشد که طبق توزیع  های حقیقی دو دارایی می وزن

های اختصاصی به دو  توان دریافت که وزن آیند. با در نظرگرفتن تمام این موارد می بدست می مسائل متناظر سبدهایک از 

. دامنه نوسان سبدهای با سبدهای پیشین برخوردار هستند مقایسهاستوار از ثبات و دقت بیشتری در  روشهایدارایی طبق 

ش ود. در   های حقیقی در سبدهای پیشین بیشتر از سبدهای اس توار مش اهده م ی    پیشین و تمایل به متفاوت بودن از وزن

دهن د بس یار بهت ر و ب ه وزن حقیق ی دو       ، به دو دارایی اختصاص میS هایی که سبدهای استوار، مخصوصا سبد واقع وزن

 .است ،های منفی بر سبدهای استوار برآوردشده ناشی از کاهش تاثیر پرش این واقعیت. در واقع تر است دارایی نزدیک

  ها مرجع

 گذاری، ترجمه تهرانی، ر. و نوربخش، ع. انتشارات نگاه دانش. (. مدیریت سرمایه5944چارلز پی، ج.) .1

2. DeMiguel, V, J.Nogales, F. (2009). Portfolio Selection with Robust Estimation, 

Operations Research, 1-12. 

3. Markowitz, H. (1952).  Portfolio Selection, Journal of Finance, 7, 77-91. 
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