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 چکیده:
هایی همچون مدل ای از زمان است. مدلای از موجودات در بازهرشد جمعیت تغییر در جمعیت گونه

پیر فرانسوا ی )که بوسیلهمطرح شده( و مدل لجستیک  ی توماس رابرت مالتوسرشد نمایی )که بوسیله

باشند. این قبیل از های ساده برای رشد جمعیت میهایی از مدلمطرح شده( هر دو نمونه ورهاسلت

های رشد جمعیت و های ریاضی حل شدنی هستند. در این مطالعه فرم کلی مدلها توسط روشمدل

برخی از اثرات محیطی یا یک نویز  تواند با توجه بههمچنین معادله دیفرانسیل لجستیک تصادفی که می

تابع چگالی احتمال برای های بدست آوردن آوریم. در ادامه این پژوهش راهحاصل شود را بدست می

ای برای تابع چگالی احتمال ی گشتاورهایش را توضیح داده و فرم بستهمتغیرهای تصادفی بوسیله

آوریم. سپس با استفاده از تابع چگالی میبر حسب گشتاورهایش بدست انتگرال حرکت براونی هندسی 

را بدست  احتمال بدست آمده، تابع چگالی احتمال برای جواب معادله دیفرانسیل لجستیک تصادفی

 آوریم.می

حرکت براونی هندسی، تابع چگالی احتمال، گشتاورها، تبدیل فوریه، تبدیل فوریه کلمات کلیدی: 

 معکوس.

 .60J70 ،97K60طبقه بندی موضوعی: 

 

 مقدمه 1

مطرح شد، فرض شده که تعداد تولد و مرگ تابعی  در مدل رشد نمایی که توسط توماس رابرت مالتوس

]از جمعیت کل باشد. فرض کنیم تعداد تولد و مرگ در فاصله زمانی  , 1]t t   بترتیب و  .هستند

]توانیم افزایش جمعیت در فاصله زمانی میبنابراین  , 1]t t  بر حسب( )N t و و  بصورت را

 زیر بنویسیم:معادله دیفرانسیل 
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 .باشدعادله فوق دارای جواب دقیق زیر میم
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با مطرح کردن مدل لجستیک بیان داشت که جمعیت برای  پیر فرانسوا ورهاسلتمیلادی  53در قرن 

)و برای  یابدافزایش نمیهمیشه  )N t N بطور  باشد.شبیه به مدل رشد نمایی می، مدل لجستیک

 :[4] نوشته شوندتواند به فرم کلی زیر های رشد جمعیت میکلی مدل

(1,3) ( )
( ) ( , ( )) .

d N t
N t F t N t

d t
  

توان با توجه به برخی از باشد، مدل های رشد جمعیت را مینرخ رشد قطعی نمی tاز آنجاییکه در زمان

توان با در نظر بهبود بخشید. بنابراین مدل های جمعیت را میاثرات محیطی که تصادفی هستند، 

 گرفتن هر دو قسمت قطعی و تصادفی به این صورت اصلاح نمود:
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)که )d W t دیفرانسیل حرکت براونی و ،( )d W t

d t
 باشد.می ، نویز سفید

نوشته تواند با توجه به برخی اثرات محیطی یا یک نویز، بصورت زیر مدل لجستیک می .11تعریف 

 شود:
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 فرض کنید. 21قضیه 
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 برابر است با( 16,جواب دقیق برای معادله )
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تابع چگالی احتمال بر حسب گشتاورها 2  

)در این بخش، تابع چگالی احتمال  )f x  از متغیر تصادفیX بر حسب گشتاورهایش را بدست می-

]آوریم. برای این منظور فرض کنیم  ]
n

X  0برای ,1, 2 , ...n  ای باشد. با اعداد شناخته شده

2i استفاده از بسط سری تیلور x s
e

  1)کهi   و تبدیل فوریه )( )f x  و در نتیجه با اعمال

 :آیدتابع چگالی احتمال بدست می، [1]تبدیل فوریه معکوس 
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 تابع چگالی احتمال انتگرال حرکت براونی هندسی 3

 [3]. آیددر این بخش تابع چگالی احتمال حرکت براونی هندسی بر حسب گشتاورهایش بدست می

,برای هر  .13قضیه     وn  :داریم 
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  شود:بصورت زیر تعریف می 
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 .[3] مراجعه شود بهاثبات: 

، تابع چگالی احتمال  59و قضیه  (1,2)با استفاده از . 23تذکر  
0

e x p ( ( ) )
t

W u u d u  

 آید:بصورت زیر بدست می
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 نتایج اصلی 4

تابع چگالی احتمال برای جواب معادله دیفرانسیل  59و قضیه  (25,)در این بخش با استفاده از 

 آوریم.( را بدست می(12,)لجستیک تصادفی )یعنی معادله 

)تابع چگالی احتمال توام Yو Xاگر .14قضیه  , )f x y  داشته باشند آنگاه تابع چگالی احتمال
Y

U
X

 شود:صورت زیر تعریف میبه 

(4,1) ( ) ( , ) .g u x f x u x d x




  

 .[2]مراجعه شود به اثبات: 

)یک متغیر تصادفی با تابع چگالی احتمال  Xفرض کنید  .24قضیه  )
X

f x  باشد پس برای ثابت

a , b  تابع چگالی احتمال ،bY aX  باشد:بصورت زیر می 

(8,2) 
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 .[2]مراجعه شود به اثبات: 

 آید:بصورت زیر بدست می (12,)فرم بسته تابع چگالی احتمال   .3,4نتیجه
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)که )g x ( تعریف شده 32,در ).است 
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