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 خلاصه

کامپوزيت پرداخته شده است. در اين روش در جهت طولي از توابع  ضخيم هايدر اين مقاله با استفاده از روش نوار محدود به بررسي کمانش ورق

 مربوط آزادي درجات همچنين و هرميتي ايچندجمله توابع از المان هايلبه در چرخشي و جاييمثلثاتي و در جهت عرضي براي درجات آزادي جابه

از توابع لاگرانژ استفاده شده است. تئوري برشي مرتبه اول از دقت خوبي برخوردار بوده اما محاسبه  هاي درون صفحهو جابجايي برشيبه تغيير شکل 

 در. کندمي ايجاب را بالاتر مراتب برشي هايموارد ضرورت استفاده از تئوري از ايضريب اصلاح برش براي اين تئوري به دليل دشواري در پاره

 قضيه کمک به. سازداين مقاله از تئوري برشي مرتبه سوم ردي استفاده شده که اين تئوري نياز به ضرائب اصلاح برش تئوري مرتبه اول را مرتفع مي

جهات  وانرژي پتانسيل کل، کمانش چند نمونه ورق با درنظرگرفتن پارامترهاي مختلفي چون نسبت مدول الاستيسيته، نسبت ابعاد به ضخامت  حداقل

ارائه شده صحت اين نتايج را با  هايشکلو  جداول و شده مقايسه ديگر مقالات با مقاله نتايج پايان در و. شودمختلف قرارگيري الياف بررسي مي

 .کندمي تاييد هاآن

 

 کمانش، ورق ضخيم کامپوزيت، روش نوار محدود، تئوري برشي مرتبه سوم ردي، توابع هرميتيکلمات کلیدی: 

 

 

  مقدمه .1

درصد استفاده شده  ۵ازه تشکيل شده باشد و از فاز دوم حداقل به اند کنندهتيتقوشود که از دو فاز ماتريس و اي اطلاق ميورق کامپوزيت به ماده

باشند.  شدهليتشک)پرکننده(  کنندهتيتقوزمينه )ماتريس( و يک  فازشود که از يک اين اصطلاح معمولاً به موادي گفته ميدر مهندسي مواد  باشد.

ت که با ن اسها آترين مزيت اين ورقدليل خواص منحصر به فرد خود مورد توجه و استفاده قرار گرفتند. مهمهاي اخير بهدر سال کامپوزيتهاي ورق

ي امقاومت بسيار بالا، وزن اندك و قابليت کنترل مشخصات سازهتوان ميها مپوزيتکااز مزاياي   را کنترل کرد. هاآنتوان خواص توجه به نيازها، مي

ها در ساخت اند. بنابراين استفاده از آنمبسيار ساده است و در مقابل خوردگي نيز مقاو هااين ورق. کاربري نام بردها و تعداد لايه با تغيير در جهت الياف

و تخمين صحيح  اي کامپوزيتهاي لايهها و پوستهرو شناخت رفتار استاتيکي، ديناميکي، کمانشي و . . . ورقرسد. ازاينمي ناپذير به نظرو سازها اجتناب

اي هباشد که در مقادير کوچک تنشها، پديده کمانش ميين ورقيابد. مهمترين مسأله براي اتر، ضرورت ميطراحي مطلوب ها، در جهتتغيير مکان

  .گرددهاي بزرگ ميبه تغيير شکل دهد و منجراعمالي رخ مي

از روش نوار محدود براي محاسبه بار کمانش ورق استفاده کرد. وي در مقاله خود نامي از نوار  1791براي اولين بار در سال  ]1 [پرزمينيسکي

 1791در سال ]2 [هايي بود که چونگها شبيه المانهاي انتخاب شده توسط وي به صورت نوار بوده و اين المانمحدود به ميان نياورد، اما چون المان

  تفادههاي تحت بار قابل اسهاي مفصلي در لبهگاهبراي تکيهبه عنوان روش نوار محدود ارائه کرده بود، روش وي را نوار محدود ناميدند. تحقيقات وي 
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 1791حل دقيق نوارهاي محدود را بررسي کرد و پس از آن در سال  1791در سال   ]1[ . ويتريکگرفتبود و اثرات بارهاي برشي را هم در نظر نمي

 طهاي تحت بارهاي فشاري و برشي به روش نوار محدود ارائه کرد. اساس کار ايشان بر مبناي توابع مختلبه همراه پلانک روش کاملي را براي حل ورق

در  [4]ازهري برادفورد و  .هاي غير بارگذاري شده بودکار اين محققين در نظر گرفتن اثرات برش و توانايي حل کليه شرايط مرزي در لبهبود. مزيت 

د. آنان توابع شکل مناسبي را در جهت ترين روش نوار محدود را ارائه کردنهاي فوق را کامل کردند و شايد بتوان گفت که کاملروش 177۵سال 

 هاي بارگذاري ارائه کردند. طولي بر مبناي شرايط مرزي لبه

اي را خطي فرض هاي درون صفحههاي مذکور که جابجاييهاي ضخيم پرداخته خواهد شد که برخلاف تئوريبه بررسي ورق مقالهدر اين 

کل برشي از تئوري تغيير ش مقالهباشد.  در اين وار ميبرشي در راستاي ضخامت ورق به صورت سهميهاي هاي مراتب بالاتر توزيع تنشکنند در تئورمي

د پرداخته خواهد شهاي ضخيم به کمک روش نوار محدود معمولي مرتبه سوم ردي با استفاده از روابطي که در ادامه خواهد آمد به بررسي کمانش ورق

 گرفت. هاي مستطيلي در نظراي از اجزاء محدود جهت بررسي ورقسادهتوان به عنوان بسط که اين روش را  مي
 

 روش نوارمحدود .2

 

روي هم در راستاي طولي هاي مستطيلي که دو انتهاي روبهاي از اجزاء محدود جهت بررسي ورقتواند به عنوان بسط سادهروش نوار محدود معمولي مي

ر روش دتوانند شرايط مرزي دلخواهي داشته باشند. با اين وجود دو انتهاي ديگر در راستاي عرضي مي مفصلي، گيردار و يا آزاد هستند در نظر گرفت؛

هايي استفاده شود که بعد آنها حداقل در يک جهت ثابت شود اين روش براي سازهمعمولاً سعي مي و شودنوار محدود سازه به تعدادي نوار تقسيم مي

اتي حدس طولي نوارها، تابع جابجايي با توابع مثلث راستايدر اند در حاليکه اي فرض شدهبه صورت توابع چندجملهتوابع شکل در راستاي عرضي باشد. 

اين  .ندمانعرضي باقي مي راستايشود و معمولاً تنها درجات آزادي در طولي گرفته مي راستايها روي شود و پس از تشکيل معادلات، انتگرالزده مي

 دهد.را مي 1 هاي مستطيلي به صورت نوارهاي طولي مطابق شکلسازي ورق سته ي گسرويکرد اجازه
 

 
 ]5[محدود  نوار المان  روی بر خارجی بارهای و آزادی درجات-1شکل

 

 باشند.هاي جابجايي به صورت زير ميدر اين تئوري جزء
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در حاليکه
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 توان نوشت:مي بنابراين
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1 Warping functions 
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که 
0u و

0v هاي نقطه جابجايي( , ,0)x y از ميان صفحه وw  تغيير مکان ورق در جهتz  است که در ضخامت ورق ثابت در نظر گرفته شده

است. 
xو

y ي عمود بر ميان صفحه حول محورهايهابه ترتيب چرخشyوx .هستند 

 :توان بر حسب پارامترهاي جابجايي، بدين صورت بيان نمودهاي ميان صفحه و چرخشهاي عمود بر آن را ميجابجايي
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در حاليکه
0

mu،
0

mv،
0

mw،
x

m و
y

m  درجات آزادي مربوط به مودm-.ام هستند 

اي است در حاليکه توابع در راستاي طولي مطابق با شرايط مرزي در راستاي عرضي از توابع توابع شکل در راستاي عرضي از توابع چندجمله

مثلثاتي استفاده شده است؛ و فرم مشخص 
1m (y)Y و

2 m (y)Y باشد.گاه مفصلي به صورت زير ميهاي با تکيهبراي ورق 
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بين جابجايي
0uو

0v  همچنين
x وy ،79  .درجه اختلاف فاز وجود دارد 

 .به صورت زير هستند 1ها در راستاي عرضي مطابق با سيستم مختصات نشان داده شده در شکل تابع شکل
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 .باشدپهناي نوار ميbکه

کرنش با صرف نظر از  -روابط تنش
z .مطابق رابطه زير است 
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ها ijQدهند. را نشان ميي ورق راستاي عمود بر صفحه 1و انديس الياف و عمود بر آن در داخل صفحه ورق  راستايدر به ترتيب،  2و1هاي انديس

 .مشخصات ماده ارتوتروپيک هستند
 

(10) 1 2 2

11 22 12 12 22 66 12 44 23 55 31 21 12

12 21 12 21 1

; ; ; ; ; ;
1 1

E E E
Q Q Q Q Q G Q G Q G

E
  

   
      

 
 

که 
2 1,E E ، مدول الاستيسيته

12 21,   ضرايب پواسون و
12 13 23, ,G G G آيند.مدول برشي مواد هستند که از طريق آزمايش به دست مي 

 آيد.کرنش در دستگاه کلي به صورت زير در مي -با تبديل دستگاه مختصات محلي به دستگاه کلي، روابط تنش
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 توان آن را بدين صورت بيان نمود:به صورت مختصرتر مي و
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 شود:جابجايي به فرم زير در آناليز استفاده مي -روابط کرنشاز 
(13) 

L NL
ε = ε +ε 

 هستند. زير غيرخطي به فرم روابط هاي خطي وکه کرنش 
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، 1)4(در حاليکه در رابطه 
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 به صورت زير است.
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m m m m

m m m m m m

cz H Y cz H Y cz N Y

N Y cz H Y cz H Y z cz N Y

N Y cz H Y cz H Y z cz N Y

N Y N Y cz H Y cz H Y z cz N Y z cz N Y









  

     

     

          

 2 2 2

3 1 4 1 2 2

2 2 2

3 1 4 1 2 1

3 ) (1 3 ) 0 (1 3 )

0 0 (1 3 ) (1 3 ) (1 3 ) 0

m m m

m m m

cz H Y cz H Y cz N Y

cz H Y cz H Y cz N Y







   


    

 

24که  / 3c h .است 

 

ن هاي درواستفاده شده است. ماتريسهاي سختي در اين مقاله روش نوار محدود استاندارد بر اساس اصل کار مجازي در جهت به دست آوردن ماتريس

 آيند.صفحه و خارج از صفحه به طور مستقل به دست مي

 باشد.اصل کار مجازي بدين صورت مي

(18) e e

int outW W  

eعملگر تغييرات و در حاليکه

intW وe

outW باشند به صورت زير تعريف ي داخلي و خارجي بر روي يک نوار محدود ميبه ترتيب کار انجام شده

 شوند.مي

(19) 
int

1
W dV

2

T

L
ε σ  

 

(20) 
2 2 22 2 2

x

ext

1 1
W

2 2

yNN u v w u v w
dV dV

h x x x h y y y

                  
                  

                     
  

xنوار و حجم  Vدر حاليکه y,N N باشند.بر روي ورق مي 1اي مطابق شکل بارهاي درون صفحه 

 توان به صورت زير نوشت.را مي(18) ي رابطه  (20)و  (19در روابط  (14) هابطبا قرار دادن ر

(21) yx

int ext extW W W
NN    

 بنابراين
 

(22)  T T

intW Δ B Q B Δ
V

    
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(23)    

 

x x x x x

x x

T T
1 1 2 2T Tx x

ext

T
3 3T x

W Δ B B Δ+ Δ B B Δ

                                                    Δ B B Δ

N N N N N

V V

N N

V

N N

h h

N

h

  



   
    

   

 
  

 

 



 

(24) 
   

 

y y y y y

y y

T T
1 1 2 2y yT T

ext

T
3 3yT

W Δ B B Δ+ Δ B B Δ

                                                   Δ B B Δ

N N N N N

V V

N N

V

N N

h h

N

h

  



   
    

   

 
  

 

 



 

xBهايماتريس 2)24) ,(3(در روابط 
N،yB

N :به صورت زير هستند 

 

 

 

 

 

(25) 

x

x

1 3

1

2

2

3 3 3

1 1 1 1 2 1 1 1

3 3 3

2 1 3 1 4 1 2 1

3 3 3

1 2 1 1 2 1 1 2

3

2 2 3 1

0 ( ) 0

0 ( ) 0

0 0 ( )

0

B B B

B

B

Bx x xxN N N

N

N

N

m m m m

m m m m m

m m m m

m m m m m

m m

u
N Y cz H Y cz H Y z cz N Y

x

N Y cz H Y cz H Y z cz N Y

v
N Y cz H Y cz H Y z cz N Y

x

N Y cz H Y cz

  

         


     


           


   

 x
3

3 3

4 1 2 2

1 1 2 1 3 1 4 1

0 ( )

0 0 0 0 0 0 0 0B
N

m m

m m m m m

H Y z cz N Y

w
H Y H Y H Y H Y

x

  



    



 

 

 

(26) 

 

1 3

1

2

2

3 3 3

1 1 1 1 2 1 1 1

3 3 3

2 1 3 1 4 1 2 1

3 3 3

1 2 1 1 2 1 1 2

3

2 2 3 1

0 ( ) 0

0 ( ) 0

0 0 ( )

0

B B B

B

B

By y y

y

y

yN N N

N

N

N

m m m m

m m m m m

m m m m

m m m m m

m m

u
N Y cz H Y cz H Y z cz N Y

y

N Y cz H Y cz H Y z cz N Y

v
N Y cz H Y cz H Y z cz N Y

y

N Y cz H Y cz

  


         

         


       

  

 3

3 3

4 1 2 2

1 1 2 1 3 1 4 1

0 ( )

0 0 0 0 0 0 0 0B y
N

m m

m m m m m

H Y z cz N Y

w
H Y H Y H Y H Y

y

   


    



 

 شوند.توانند به فرم ماتريسي نيز بيان روابط نوار محدود مي

 

(27) 
x gx y gy( ) 0N NK K K   

 به صورت Kدر حاليکه ماتريس سختي
 

(28) T
K B Q B

V
dV  

 باشند.به صورت زير مي gxK،gyKهاي هندسيو ماتريس
 

(29) 
     1 1 2 2 3 3x x x

gx
K B B B B B Bx x x x x x

T T T
N N N N N N

V A A

N N N
dV dV dV

h h h
     

(30) 
      y y y y y y

T T T
1 1 2 2 3 3y y y

gy
K B B B B B B

N N N N N N

V V V

N N N
dV dV dV

h h h
     

 توان بار بحراني کمانش را مطابق رابطه زير محاسبه نمود.و حل مسأله مقادير ويژه مي بنابراين به کمک برنامه نويسي
(31) 

x gx y gy 0N NK K K   
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0xNمقدار  yيدر صورت حل کمانش دريک جهت، به طور مثال در راستا 
 

و کمانش در دو جهت،
xN  نسبتي ازyN شود.در نظر گرفته مي

 
 

 مقایسه و صحت سنجی .3
 

ارامترهاي پبا در نظر گرفتن اي کامپوزيت با استفاده از روش نوار محدود با مقالات ديگر هاي ضخيم لايهدر اين بخش برخي از مسائل کمانش ورق

در تمامي  شود.بررسي ميکمانش در يک و دو راستا  و مختلفي چون نسبت مدول الاستيسيته، نسبت ابعاد به ضخامت و جهات مختلف قرارگيري الياف

 باشد.مي 1ها و تعداد هارمونيک 19تعداد نوارها ها مثال
 

 

 در یک جهتهای مربعی تحت فشار ورق       .3.1
 

0]ها به صورت متعامد با ترتيب قرارگيري لايه hو ضخامت aمربعي با طول ضلع هاورق / 90 / 90 / 0 با ضخامت يکسان  هاياز لايههستند و  [

همچنين و  1-1و نتايج در جداول  هستند يکنواخت در يک جهت تحت بار فشاري بوده وگاه ساده داراي تکيه هاهاي آنهمه لبه همچنيناند تشکيل شده

2کمانش به صورت بدون بعد بار بحراني آورده شده اند.  2شکل 3

2/ ( )crN N a E h صورت زير استهها يکسان بوده و بخواص لايهو: 

 

1 2 12 13 2 23 2 12/ varied; 0.6 ; 0.5 ; 0.25E E G G E G E      

 

 
0]های متعامد لایه بار بحرانی بدون بعد کمانش ورق مربعی با -2شکل / 90 / 0 با نسبت  [

1 2/E Eهای مختلف 
 

0]های متعامد ورق مربعی با لایهبار بحرانی بدون بعد کمانش  -1جدول / 90 / 90 / 0 1با نسبت  [ 2/E Eهای مختلف 

    
1 2/E E / 10a h  

40 30 20 10 3  

23.34 19.957 15.298 9.774 5.114 HSDT [7] 

23.489 19.813 15.418 10.026 5.442 HSDT [9] 

23.4383 19.7810 15.4010 10.0208 5.4418 HSDT(Chein) [14] 

23.1251 19.4751 15.1255 9.8125 5.3159 Present Study 
 
 

0]های متعامد ورق مربعی با لایهبار بحرانی بدون بعد کمانش  -2جدول / 90 / 90 / 0 a/با نسبت  [ hهای مختلف 

   /a h 1 2/ 40E E  

100 50 20 10  

35.971 35.419 31.637 23.349 HSDT (Reddy and Phan) [8] 

36.19 35.561 31.747 23.236 MISQ20 [11] 

36.3140 35.6923 31.9203 23.4383 HSDT(Chein) [14] 

35.9472 35.3246 31.5519 23.1251 Present Study 
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0]های متعامد مربعی با لایهورق بار بحرانی بدون بعد کمانش  -3جدول / 90 / 0 / 90 / 0 با نسبت  [
1 2/E Eهای مختلف 

    1 2/E E / 10a h  

40 30 20 10 3  

25.3080 20.9990 16.0080 10.1500 5.4096 Reddy and Phan, HSDT [8] 

24.5929 20.4663 15.6527 9.9603 5.3255 3-D Elasticity [6] 

24.2896 20.2477 15.5177 9.8943 5.2750 Singh and Chakrabarti [13] 

24.4568 20.3741 15.6108 9.9596 5.3290 Present Study 
 

 

 های مربعی تحت فشار در دو جهتورق      .3.2

 

0]ها به صورت متعامد با ترتيب قرارگيري لايه hو ضخامت aها مربعي با طول ضلعورق / 90 / 0 با ضخامت يکسان  هايلايهاز هستند و  [

و همچنين  4ول و نتايج در جد هستند جهت دويکنواخت در  تحت بار فشاري بوده وگاه ساده داراي تکيه هاهاي آنهمه لبه همچنيناند تشکيل شده

2بار بحراني بدون بعد کمانش به صورت  آورده شده اند.  1شکل 3

2/ ( )crN N a E hمانند مثال قبل است.ها خواص لايه و 

 

 
 

0]های متعامد بار بحرانی بدون بعد کمانش ورق مربعی با لایه -3شکل / 90 / 0 با نسبت  [
1 2/E Eهای مختلف 

 
 

0]های متعامد ورق مربعی با لایهبار بحرانی بدون بعد کمانش  -4جدول / 90 / 0 a/با نسبت  [ hهای مختلف 

  /a h 1 2/ 40E E  

10 5 2  

10.259 5.526 1.465 TSDT  [9] 

10.251 5.519 1.457 TSDT [12] 

10.0871 5.4315 1.4518 HSDT(Chein) [14] 

10.9512 5.3370 1.4533 Present Study 
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 گیری.         نتیجه4

 

 با استفاده از  رديسوم  مرتبهبرشي  تغيير شکل تئوري اساسرب کامپوزيت ايهاي ضخيم لايهکمانش ورقبراي تحليل  روش نوار محدوددر اين مقاله، 

ر روش نوار د ارائه گرديد. کنند،اي هرميتي و لاگرانژ در راستاي عرضي ارضاء ميکه شرايط مرزي در راستاي طولي و توابع چندجمله توابع مثلثاتي

رق ضخامت و امتداد هاي برشي، يک توزيع درجه دو درکرنش براي محدود و براساس روش کاري مجازي ماتريس هاي سختي و هندسي محاسبه شدند.

و از مزاياي روش ارائه شده دقت بيشتر نسبت به روش  است. منظور شده در سطوح بالايي و پاييني ورق صفرهاي برشي در نظر گرفته شده و تنش

سازد. رتفع ميعرضي مهاي برشي ي تنشنوارمحدود بر اساس تئوري تغييرشکل برشي مرتبه اول است که احتياج به ضريب اصلاح برش را در محاسبه

 .دادندها و نمودارها صحت و دقت روش ذکر شده را نشان نتايج با مقالات ديگر مقايسه گرديد و جدول
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