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 چکیده
ودی های ور های ورودی است، که اگر رزولوشن داده یکی از مشکلات عمده در حل عددی معادلات انتگرالی رزولوشن داده

شوود. از هنگواا اسوتفاده معوادلات انتگرالوی در      واقعی می های غیر برای حل عددی انتگرال مناسب نباشد، منجر به جواب

بر مبنای مشتقات مرتبه اول انتگرال پواسن بیضووی بورای انتقوال شوتاب دقول در       1ای معکوس ، روش تک مرحلهژئودزی

در این مقاله نشان داده شده است که بوا   سطح زمین به پتانسیل دقل بر روی بیضوی مرجع مورد استفاده قرارگرفته است.

یوک منطقوه مطالعواتی واقوع در      توان تا حدود زیادی بر این مشکل غلبه کرد.این روش در گیری، می اصلاح کرنل انتگرال

هوای گرانوی    گر موفقیت روش یاد شده جهت غلبه بور رزولوشون نامناسوب داده    غرب ایران تست شده و نتایج عددی بیان

 باشد.ورودی می

 

 ، کرنل اصلاح شدهانتگرال آبل پواسن  ،تعیین ژئویید ،های گرانی داده 2سازی وارونههای کلیدی: واژه

 

 

 مقدمه -1
شوبه ژئوییود،    همچوون تعیوین ژئوییود و   هوای ژئوودتیکی    زمین نقش مهمی در  فعالیوت  گرانیپتانسیل 

تووان پتانسویل    که نموی  علت آن البته به کند. ایفا می گرانیسازی میدان  های ارتفاعی و مدل سازی دیتوا یکسان

مقدار مرزی ژئودتیکی بر مسائل   ، استفاده ازآنهای تعیین  ،یکی از روشمستقیم مشاهده نمودطور  بهرا  گرانی

پتانسویل   مشوتقات ( و دیگر گرانی)گرانی ، نرا بردار گرانیمانند بردار  های مشاهداتی میدانگرانی تابعک مبنای

در حل مسائل مقدار مرزی ژئودتیکی نیاز بوه انتقوال    ،در تعیین ژئویید و برخی کاربردهای دیگر .باشدگرانیمی

که پتانسیل گرانوی را   به سمت پائین است، زیرا مشاهدات گرانی در سطح یا بالای سطح زمین هستند در حالی

بر روی ژئویید یا بیضوی مرجع نیاز داریم. برای محاسوبه پتانسویل گرانوی روی ژئوییود یوا بیضووی مرجوع از        

ای شوامل دو   ای استفاده نمود. روش دو مرحلوه  ای یا دو مرحله های یک مرحله توان از روش های گرانی می داده

                                                           
1. One-step inversion 

2. Downward continuation 
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کوه در   ، درحوالی سومت پوایین گرانوی    سازی )تبدیل گرانی به پتانسیل( و انتقال به قسمت جداگانه است: وارون

ین روشهای یوک  همچن شوند. شده و در یک مرحله انجاا می  هم ترکیب اای مراحل ذکرشده ب روش تک مرحله

 توانند به صورت مستقیم و یا معکوس انجاا شوند.مرحله و دو مرحله ای می

بوا معوادلات انتگرالوی و مشوکلاتی از قبیول       ،ای معکووس  ای و دو مرحله های تک مرحله معمولاً در روش

اله بورروی یوک   گیری در حل آنها سر و کار داریم. این مق سازی ناحیه انتگرال خطای برش و گسسته ،ناپایداری

( ارائه شده است و روی یک مشکل جدیود در حول عوددی    2222روش یک مرحله ای معکوس که در اردلان )

، 3بازگشوت  -محاسوبه  -( بور پایوه تکنیوک حو      2222شود. اردلان)معادله انتگرالی مورد استفاده متمرکز می

مقوادیر گرانوی روی سوطح زموین بور      روشی را برای محاسبه پتانسیل گرانی  روی بیضوی مرجع با استفاده از 

( 2222گرافارنود) -اساس حل معکوس مشتق اول انتگرال پواسن بیضوی ارائه داد. سپس از این روش در اردلان

صوفری و همکواران    ،( برای تعیین بایاس دیتوا ارتفاعی ایران2222اردلان و صفری) ،برای تعیین ژئویید ایران

( برای تعیین بایاس دیتوا ارتفاعی فنلانود  a2212اردلان و همکاران ) ،( برای تعیین ژئویید جدید ایران2222)

غرب فنلاند مورد اسوتفاده قورار گرفوت. در روش     ( برای تعیین شبه ژئویید جنوبb2212و اردلان و همکاران )

 (، متوجه شدیم که تغییرات کرنل انتگرال به عنووان توابعی از فاصوله کوروی از    2222ارائه شده توسط اردلان)

اسوت.    کنود خیلوی سوریع    تر میل می نقطه مورد محاسبه وقتی ارتفاع نقطه محاسباتی به سمت مقادیر کوچک

دهود   این موضوع شرایط را وقتی کرنل انتگرال در همسایگی خیلی نزدیک نقطه محاسباتی تغییر علاموت موی  

ای معکووس اتفوا     کند که این مشکل همان چیزی است کوه در کرنول انتگورال روش توک مرحلوه      حادتر می

ارزیابی معادله انتگرالی نیاز بوه   ،این معناست که با تغییر سریع تابع کرنل گیری به افتد. از نقطه نظر انتگرال می

تری در منطقه بوا ارتفواع    گرانی متراکم  برداری بیشتری در فاصله زمانی دارد. این موضوع یعنی داده نقاط نمونه

گیورد:   در نتیجه دو سوال مهم زیر پیش روی موا قرارموی   ،انتگرالی نیاز داریم تر برای ارزیابی صحیح معادله کم

ای معکوس را  رزولوشن کافی برای بکارگیری صحیح روش تک مرحله گرانیچگونه بفهمیم که داده ورودی ( 1

 ای معکووس ایجواد   ورودی رزولوشن کافی را برای بکارگیری صحیح روش تک مرحلوه  گرانیاگر داده ( 2دارد؟ 

کوار کنویم کوه     گرانوی کار کنیم؟ سوال اخیر از آن جهت اهمیت دارد که در عمل ما مجبوریم با داده  نکند چه

پردازیم. در  جا به آن می کاری است که در این ها نداریم و پاسخ به سوال اول نیز راه هیچ نقشی در رزولوشن آن

کنیم. بخش سوا بوه   را بیان می  های آن ای معکوس را معرفی و فرمول بخش دوا مدل ریاضی روش تک مرحله

 گیری خواهیم نمود. سازی عددی در منطقه تست و نتایج عددی آن دارد و در بخش آخر نتیجه پیاده

 

 ای معکوسسازی ریاضی روش تک مرحله پیاده -2
 ( ارائه شوده 2222بازگشت در اردلان ) -محاسبه -فرا گسسته معادله انتگرالی که بر اساس تکنیک ح  

 باشد:است به صورت زیر می
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3. Remove-Compute-Restore 
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نوسان جاذبه باقیمانده کاهش یافته است که از ح   گرانی مرجوع از مشواهدات گرانوی      ̃  که در رابطه بالا 

گیوری روی   رزولوشون شوبکه انتگورال       و     آنامولی پتانسیل باقیمانده کاهش یافته،   ́ شود، حاصل می

 باشد:صورت زیر می کرنل انتگرال است که به Kبیضوی مرجع و 
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    گرانی مرجع و      کرنل انتگرال پوآسن،   که 
  ،    

  ،    
هوای بوردار گرانوی مرجوع و      مولفوه   

 آید:عناصر ماتریس تنسور متریک هستند. گرانی مرجع نیز از رابطه زیر بدست می    و     ،    
 

(3)                
 

هوای کرویببیضووی یوک مودل ژئوپتانسویلی جهوانی ماننود         گرانی حاصل از بسط هارمونیوک      که 

EGM2008  در حقیقوت معادلوه مشواهده موا در     ،(1)باشد. رابطوه   مانده می ادر جاذبه توپوگرافی باقی     و

 گرانوی روی بیضوی مرجوع بوا اسوتفاده از مشواهدات      گرانیای معکوس برای تعیین پتانسیل  روش یک مرحله

 باشد.زمینی می

 

 گیری اصلاح کرنل انتگرال -3
حالا آماده بکوارگیری صوحیح آن    ،2ای معکوس در بخش  با آماده ساختن مرحله ریاضی روش تک مرحله

         ) یعنی ( 1)بایست با کرنل انتگرال در رابطه  همین منظور می هستیم. به
     

و رفتار آن شروع   ( 

    که  کنیم. با توجه به این
برای  ،باشدتر از دو مولفه دیگر می )مولفه ارتفاعی بردار گرانی مرجع( بسیار بزرگ 

تغییرات را نسبت به فاصوله کوروی    2و  1های  شکلرا بررسی نماییم.        مطالعه رفتار کرنل کافی است 

𝜓     و طوول بیضووی ژاکووبی               در دو نقطه محاسباتی که هور دو دارای عورب بیضووی ژاکووبی

متناظر بوا  )        ( و h=100mمتناظر با ارتفاع ژئودتیک )        اما ارتفاع متفاوت          

آزیمووت را دابوت و برابور     ،2و 1هوای   دهود. بورای رسوم شوکل     هستند نشان می(h=10000mارتفاع ژئودتیک 

اسوتفاده شوده اسوت.    2بر مبنای فرکانس صفر جوزر و مود  WGS84در نظر گرفته و از بیضوی مرجع      
(a=6378137m , b=635675.3142m ,           )  

کرنل با مقداری منفی شروع شده سپس در همسوایگی نقطوه محاسوباتی بوه      2و  1بر اساس شکل های 

توادیر   2و  1طور جانبی به سمت صفر میرود. بوا مقایسوه شوکلهای     کند و به مقدار مثبتی پیدا می ،صفر رسیده

       تور   تر منجر به تغییورات سوریع   که ارتفاع کم صورت دین شود به ارتفاع بر رفتار کرنل انتگرال آشکار می

اگر شبکه روی بیضوی مرجع به اندازه کوافی متوراکم     شود. بنابراین در اطرا  نقطه محاسباتی می 𝜓نسبت به 

شورکت  (1)نباشد آنگاه مقادیر منفی بزرگی که کرنل در اطرا  نقطه محاسباتی دارد در برآورد عوددی رابطوه   

در (1)نخواهند داشت و نتایج کاملا اشتباهی بدست خواهد آمد. بنابراین ما مجبوریم برای برآورد صحیح رابطه 

                                                           
4. Zero-frequency tide 
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تور نمواییم. متوراکم     گیری روی بیضوی مرجع را متراکم شبکه انتگرال ،تر در نقطه محاسباتی کهای کوچ ارتفاع

گیری روی بیضوی مرجع همراه است با افزایش تعوداد مجهوولات کوه نیازمنود افوزایش       ساختن شبکه انتگرال

 جهت حل کمترین مربعات برای مجهولات است.  ،(1)تعداد مشاهدات در سمت چپ رابطه 
 

 در نقطه با مختصات بیضوی ژاکوبی 𝜓فاصله کروی  نسبت به       . تغییرات کرنل پواسن بیضوی 1شکل 
(     )       در آزیموت(                     ) 

 
 

 

 در نقطه با مختصات بیضوی ژاکوبی 𝜓فاصله کروی  نسبت به       . تغییرات کرنل پواسن بیضوی 2شکل 
(     )       در آزیموت(                     ) 

 
 

 با این اوصا  ما با دو سوال زیر مواجه هستیم که:  

های ورودی گرانی برای اجتنواب از مشوکل ذکرشوده کوافی      شویم که رزولوشن داده ( چگونه متوجه می1

 است؟ 

های ورودی گرانی کافی نباشد و دسترسی به داده گرانی  اگر رزولوشن داده ،باید انجاا دهیم( چه کاری 2

 برای افزایش رزولوشن نداشته باشیم؟  

گیری روی بیضوی مرجوع را بوا رزولوشون     پاسخ ما به پرسش اول به صورت زیر است: ابتدا شبکه انتگرال

را بر اسواس کمتورین مربعوات    ( 1)دهد رابطه  که اجازه می تعداد داده دقلی استکه مطابق با   و     بهینه 

و در  (̅  ̅  ̅ )در نقطوه   𝜓را بر اساس فاصوله کوروی         .سپس تغییرات کرنلکنیم تعریف میحل کرد، 

ψ) شود صفر می       که  رسم کرده و جایی     آزیموت 
 
مختصوات   (̅  ̅  ̅ )کنویم)   را پیودا موی  (
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𝜓کنیم ببینیم که آیا  میانگین است(. کنترل میبیضوی ژاکوبی 
 

در صوورت   ،است یوا نوه؟           √ 

باشد. وقتی که داده دقلی  صورت رزولوشن کم می مثبت بودن جواب رزولوشن داده دقلی کافی است در غیر این

توری   هوای کوچوک   توان منطقه را به بخش می ،شود در یک منطقه وسیعی با انواع مختلف توپوگرافی توزیع می

بوه   2ای طوور منطقوه   ( بوه 1ای معکوس را بر طبق رابطه ) کرد و تست فوقرا انجامداده و روش تک مرحله تقسیم

 توان استفاده نمود. که توزیع داده دقلی در منطقه یکنواخت نباشد می انجاا رساند. همین تکنیک را وقتی

 صورت زیر است: ( به1پاسخ ما به سوال دوا تغییر کرنل انتگرال رابطه )
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𝜓ارتفاع بیضوی ژاکوبی است که شورط  کمترین   است و        که  جایی
 

 √          

 کند.   تامین می     در آزیموت  (   ̅  ̅ )در نقطه𝜓نسبت به        را برای تغییرات 

 

 پیاده سازی تستهای عددی -4

یوک منطقوه تسوت در     ،ای معکووس  حل پیشنهادی برای تصحیح روش تک مرحله برای برآورد عددی راه

نمایشوی از مودل ارتفواعی     3انتخاب نمودیم. شوکل           و           غرب ایران در محدوده 

و BGIنقطوه   1211انتخاب نمودیم که شوامل   نقطه مشاهداتی دقلی 1422منطقه فو  است. در منطقه تست 

نقطوه از   113نقطه از شبکه درجه یوک چنود منظووره ایوران و      42نقطه از شبکه ترازیابی دقیق ایران و  222

 نمایش داده شده است. 2پراکندگی نقاط در شکل  است.شبکه درجه دو چند منظوره ایران 
 

 نقطه ثقلی در منطقه تست 1444. پراکندگی 4شکل WGS84نسبت به بیضوی. ارتفاع ژئودتیک منطقه تست3شکل 

  
 

به عنوان رزولوشون بهینوه               و            ،نقطه دقلی در سطح زمین 1422با فرب 

که منطقه تست در عرضوهای میوانی    روی بیضوی رفرنس انتخاب شد. با توجه به اینگیری  برای شبکه انتگرال

قرار دارد رزولوشن در راستای طول و عرب جغرافیوایی برابور گرفتوه شوده اسوت. بورای کنتورل کوافی بوودن          

در نقطوه    𝜓نسبت بوه         تغییرات  ،3بر اساس روش معرفی شده در بخش  ،رزولوشن داده ورودی دقلی

( ̅  ̅  ̅) (. بور اسواس   2رسوم شوده است)شوکل         در آزیموت (                        ) 

𝜓،2شکل 
 

𝜓کوه   و توا وقتوی  آیود،  بدست موی         
 

رزولوشون داده   ،                 √ 
                                                           
16. Patch-wise 
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تغییورات   ،3بور اسواس روش معرفوی شوده در بخوش       ،  ورودی دقلی کافی نخواهد بود. بورای پیودا کوردن    

(̅  ̅ )در نقطوه  𝜓نسبت بوه          در  ( )هوای ژاکووبی مختلوف    بوا ارتفواع   (                 ) 

𝜓بووا شوورط       آزیموووت 
 

نشووان  1(. همانطورکووه شووکل  1رسووم شووده است)شووکل            

𝜓،دهد می
 

      ،  است(. با داشوتن  h=14320m)معادل با ارتفاع ژئودتیک         برابر است با 

 شود. بکارگرفته می 23-2ای معکوس بر اساس رابطه  برای اجرای روش تک مرحله          
 

(̅  ̅  ̅ )در نقطه  𝜓نسبت به        . تغییرات 5شکل        در آزیموت (                        ) 

 
 

 

(   ̅  ̅ )در نقطه   𝜓نسبت به        . تغییرات 6شکل        در آزیموت (                       ) 

 
 

شوود. از   ( به روش کمترین مربعات مقدار پتانسیل باقیمانده روی بیضوی مرجع نتیجه می2با حل رابطه )

کوه یوک مسواله     درحوالی  ،ای معکوس بر مبنای حل معکوس انتگرال پواسن است که روش تک مرحله جایی آن

موا روش   ،های پایدارسازی موجوود  ممکن است نیاز به پایدارسازی داشته باشد. از جمله روش ،باشد بدوضع می

بوا اختصوا     ،که یک روش تکوراری اسوت   ،کردیم. این روش را انتخاب Koch and Kusche(2002)پیشنهادی

جوا مقودار    کنود. در ایون   ت را آغواز موی  محاسوبا  ،هوا و مشواهدات   مقادیر اولیه به مجهولات و ماتریس وزن آن

چون مقدار پتانسیل باقیمانده روی بیضوی رفرنس کوچک هستند. مواتریس   ،مجهولات را صفر در نظر گرفتیم

و مواتریس وزن اولیوه داده دقلوی بور      ،یکه نیز به عنوان ماتریس وزن اولیه برای مجهولات انتخاب شوده اسوت  

 مبنای دقت مشاهدات آماده شد.

 

 نتایج عددی -5
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و  GGMبه ترتیب مشاهدات گرانی در سطح زموین و شوتاب گرانوی بور اسواس مودل        9و  8 ،4شکلهای 

 دهند. شتاب گرانی باقیمانده را روی سطح زمین نشان می
 

 شتاب گرانی روی سطح زمین :7شکل 

 
 

 

 روی سطح زمین GGMشتاب گرانی بر اساس مدل  :8شکل 

 
 

 

 شتاب گرانی باقیمانده روی سطح زمین :9شکل 
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ای معکووس   مقادیر آنومالی پتانسیل باقیمانده کاهش یافته روی بیضوی مرجوع کوه از روش توک مرحلوه    

نشوان داده  ( 11( و بدون کرنل اصلاح شده )شکل 12با بکارگیری کرنل اصلاح شده )شکل  ،بدست آمده است

 شده است. 
 

 پتانسیل گرانی باقیمانده بدون استفاده از کرنل اصلاح شده :11شکل 

 
 

 

 پتانسیل گرانی باقیمانده با استفاده از کرنل اصلاح شده :11شکل 

 
 

اطلاعات آماری آنومالی پتانسیل باقیمانده کاهش یافته حاصل از روش تک مرحلهای معکوس با اسوتفاده  

 ،9 آورده شده است. با مقایسوه شوکلهای   1کرنل اصلاح شده در جدول از کرنل اصلاح شده و بدون استفاده از 

 نتایج زیر بدست خواهد آمد:  11و  12

 طور نیست. این 12در حالیکه در شکل  ،همخوانی دارد 11با شکل 9باقیمانده در شکل  گرانیالف( ترند 

چون مقادیر منفی بوزرگ   ،دهدو عمده مقدار آن صفر است ونه سیگنالی  نمایش نمیگهیچ 12ب( شکل 

گیری کوه ناشوی از    رجوع شود( در حین محاسبه به علت رزولوشن کم شبکه انتگرال 2و  1کرنل )به شکلهای 

 رود.از دست می ،های گرانی استرزولوشن ناکافی داده

 
استفاده از کرنل اصلاح اطلاعات آماری آنومالی پتانسیل باقیمانده کاهش یافته حاصل از روش تک مرحلهای معکوس با :1جدول

 شده و بدون استفاده از کرنل اصلاح شده
Std(m2/s2) Mean(m2/s2) Max(m2/s2) Min(m2/s2) method 

 Without modified kernel -2ب8824 2ب2214 2ب2112 2ب2293

 With modified kernel -2ب1242 2ب1192 -2ب2284 2ب2142
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توانیم آنوموالی پتانسویل روی   پتانسیل باقیمانده کاهش یافته، میبا بازگشت ادرات ح   شده به آنومالی 

بیضوی مرجع را محاسبه نمائیم. با محاسبه آنومالی پتانسیل روی بیضووی مرجوع  و اسوتفاده از فرموول برنوز      

توانیم ارتفاع ژئویید را در منطقه تست محاسبه نمائیم. ژئویید محاسبه شوده بوا و بودون اسوتفاده از کرنول       می

 2مقایسه شده است. پارامترهای آمواری مقایسوه فوو  در جودول      GNSS/Levellingنقطه  22لاح شده با اص

 آورده شده است.

 
اطلاعات آماری اختلاف ژئویید حاصل از روش تک مرحلهای معکوس با استفاده از کرنل اصلاح شده و بدون استفاده از :2جدول

 GPS/Levellingکرنل اصلاح شده با ژئوئید
Std(cm) Mean(cm) Max(cm) Min(cm) method 

 Without modified kernel -119ب28 32ب18 -32ب23 38ب42

 With modified kernel 29ب21 11ب99 2ب19 34ب31

 
حاصل از اطلاعات آماری اختلاف ژئویید حاصل از روش تک مرحلهای معکوس با استفاده از کرنل اصلاح شده ژئوئید:3جدول

 721تا درجه و مرتبه  EGM2008مدل 
Std(cm) Mean(cm) Max(cm) Min(cm) method 

 With EGM2008(degree and order720) -112ب21 22ب21 -31ب11 38ب32

 With modified kernel 29ب21 11ب99 2ب19 34ب31

 

در انحوورا   ،اکرنوول اصوولاح شوودهبدر ژئوییوود محاسووبه شووده ،دهوود نشووان مووی 2طورکووه جوودول  همووان

ده اسوت.  شو ایجاد نسوبت بوه کرنول اصولاح نشوده      متر بهبود سانتی31ب22متر و در میانگین  سانتی1ب23معیار

گردد که استفاده از کرنل اصلاح شده نسبت به ژئویید محاسوبه شوده    ملاحظه می 3چنین بر اساس جدول  هم

 22ب82ا  معیوار و  متر در انحور  سانتی 1ب23نیز باعث بهبود  422تا درجه و مرتبه EGM2008بر مبنای مدل 

 شود. متر در میانگین می سانتی

 

 

 نتیجه گیری -6
ای معکووس بورای محاسوبه     در این مقاله تادیر رزولوشن داده هوای گرانوی ورودی در روش توک مرحلوه    

پتانسیل گرانی بر روی بیضوی مرجع مورد بررسی قرار گرفت. تشوخی  رزولوشون مناسوب بورای روش توک      

راه حلی جهت رفوع مشوکل رزولوشون نامناسوب داده هوای گرانوی ورودی از جملوه        ای معکوس و ارائه  مرحله

باشود.  دستاوردهای این تحقیق میباشد. در این راستا، بررسی رفتار کرنل انتگرالگیری بسیار حائز اهمیوت موی  

ور طو  هوای عوددی بوه    ها در منطقه غرب ایران تایید شد. تست طور عددی با انجاا تست حل پیشنهادشده به راه

هویچ   ،چوون رزولوشون داده ورودی دقلوی کوافی نیسوت      ،داد که بدون کاربرد روش پیشنهادی موا  واضح نشان

طور واضح بهبودهوا قابول رویوت اسوت.      که با روش ما به درحالی ،شود بهبودی در میدان دقل رفرنس ایجاد نمی

ای معکووس   وش تک مرحلهحل پیشنهادی و اهمیت آن در تصحیح ر های عددی انجاا شده ادربخشی راه تست

 کنند. را تصدیق می
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آقای دکتر سلطانپورکه بوا فوراهم نموودن مشواهدات      خصو  از اداره کل زمینی سازمان نقشه برداری کشوربه

نمواییم. امیود    نظر در منطقه تست ما را امر تحقیق و پژوهش این مقاله یاری نمودند تشکر و قدردانی موی مورد

بورداری   تری جهوت انجواا تحقیقوات نقشوه     کشور بستر مناسب بامراکز علمیاست با توسعه همکاری آن مرکز 

 صورت پ یرد.
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