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 چكیده:

 

با تمام رقبای قبلی خود بهترین برازش را داشته باشد معرفی  یک توزیع بتای دو متغیره جدید و مناسب با توانایی بالا که در مقایسه

ای، تابع چگالی ای، گشتاورهای حاشیهمی کنیم. نمایشهای متنوع و مختلف از گشتاورهای حاصل ضربی، تابع چگالی احتمال حاشیه

آن به کار گرفته شده و در  رائه شده است. روش حداکثر درست نمایی جهت برآورداشرطی و همچنین توابع مولد گشتاور شرطی 

 به عنوان مثال توضیح داده شده است. همراه با معیارهای مربوطه، آخر یک مجموعه شش تایی از داده های کاربردی
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Abstract: 

 

A new bivariate beta distribution capable of providing better than all its competitiors is introduced. 

Varius representations are derived for its prouct moments, marginal densities, marginal moments, 

conditional densities and conditional moments. The method of maximum likelihood is used to 

derive the associated estimation procedure. Applications to six bivariate data sets are illustrated.
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 . مقدمه1

، عمورا،، راانشااسوی، ادبيوات ا     کواربرد دارد      بسياري از علووم از مملوه اصتدواد   توزیع بتا یکی از توزیع هاي آماري انعطاف پذیر می باشد که در 

 تعميم توزیع بتا به حالت چاد متغيره نيز مطرح شده ا کاربردهاي اسيعی در بحث استاباط آماري دا متغيره دارد 

زیع، گشتاار، تخمين درست نموایی ماکسويمم ا     موورد    براي توزیع هاي مدید بدست آمده نيز خواص مختلفی ماناد تابع چگالی احتمال، تابع تو

بررسی صرار گرفته است  در بحث تعميمی توزیع بتاي دا متغيره مدید عباراتی براي چگالی هواي حاشويه اي، اميود ریاشوی شوروی، توابوع مولود        

طرح شده اند اما در ادبيات ا مقاله هاي آماري،   توزیع هاي بتاي دا متغيره زیادي تا کاو، مشده استگشتاار شروی ا حاصل شربی بدست آارده 

را ملاحظه  ]3 [ا فدل چهار مرمع ]9 [ مرمع 9توزیع هاي بتاي دا متغيري کمی یافت می شود به گونه اي که کارکرد، با آ، راحت باشد  فدل 

معرفی شده اند  به نظر می رسد االين توزیع بتاي در این مرامع  2000کايد  می توا، گفت که بهترین توزیع هاي بتاي دا متغيري تا صبل از سال 

توزیوع بتواي چاود     ]5 [االين کسانی بودند که توزیع دریخله را تعميم دادند  ليبی ا نویک  ]4 [دا متغيره ، توزیع دریخله باشد  کانور ا ماسيما، 

توزیع مدیدي نمی باشد، آنها در حقيقوت   ]8 [ا الکين ا ليو  ]7 [متغيره را بسط ا توسعه دادند  توزیع هاي بتاي دا متغيره ارائه شده توسط مار 

مبااي توصيف خاصويت   ]9 [حالت خاصی از توزیع هاي بتاي چاد متغيره ليبی ا نویک می باشاد  سه تابع توزیع ارائه شده توسط ناداراژه ا کتس 

می باشاد   سارابيا  ا  کاسوتيلو   (pdfs)دا تا  از  این توابع توزیع داراي تابع چگالی احتمال   حاصل شرب متغيرهاي تدادفی بتا به شمار می راد 

بوا اسوتفاده از توابوع اپول نوو  دام از تابعهواي فوو          ]15 [چادین توزیع بتاي دا متغيره با سه پارامتر اشافه را توسعه دادند  ناگار ا ارازکو  ]14 [

غيره  دیگري  با  تابع چگالی احتمال را توسعه دادند  توزیع هاي بتاي دا متغيره ارائه شده توسط باسيونی ا ماوز  هادسی گوس،  توزیع بتاي دا مت

 دارد  ]15 [نيز توزیع مدیدي به شمار نمی راد ا ظاهري مشابه توزیعهاي ارائه شده توسط ناگار ا ارازکو  ]17 [

مهت معرفی مدلی مهت نمایش همبستگی مثبت یا مافی مجموعه داده ها مورد اسوتفاده    ]18 [توزیع بتاي دا متغيره معرفی شده توسط آرنولد 

توزیوع بتواي دا    ]20 [گاپتوا   به صورت فرم غير بسوته اسوت، موی باشود      که صرار می گيرد، اما توابع چگالی احتمال آ، به صورت انتگرال سه گانه

با الحا  توزیع بتواي دا متغيوره کوومر هموراه بوا توابع        ]22 [ل توابع فو  هادسی  ژاکوبمتغيره غير مرکزي ارائه نمود با تابع چگالی احتمال شام

یک توزیع  ]23 [چگالی احتمال به صورت سري نامتااهی از توابع، یک توزیع بتاي دا متغيره دیگري را معرفی کرد  همچاين الکين ا تریکالياوس 

  نو  اال را باا نهاد  از توزیع هاي بتاي دا متغيره که داراي توابع چگالی احتموال بووده ا در ابتودا    بتاي دا متغيره با تابع چگالی احتمال از توابع اپل

[0,1 ]ع   از داده ها ا نقاط ااصع در ناحيه مرب × نشوات      ]13ا12 [ا نواداراژه   ]5 [استفاده می کااد، از توزیع هاي بتاي ليبی ا نویوک   [0,1]

,𝑥)}می گيرند  داده هاي مورد نياز می تواند از ناحيه ساده    𝑦):  𝑥 > ° , 𝑦 > °  , 𝑥 + 𝑦 < انتخاب ا مورد استفاده صرار گيرند ماناود    {1

 توزیع بتاي دریخله 

می دهيم که شش مجموعوه داده   در این مقاله ما صدد داریم یک توزیع بتاي دا متغيره مدیدي ارائه کايم با توابع چگالی احتمال مربووه  ما نشا،

برازش بهتري داشته باشود  در اداموه بوه معرفوی ا بررسوی       ،حقيقی با این توزیع می تواند از تمام توزیع هاي بتاي دا متغيره شااخته شده تاکاو،

 شود کامل این توزیع مدید پرداخته می
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 توام تعریف شده به صورت زیر:توزیع مدید یک توزیع شش پارامتري بوده با تابع چگالی احتمال 

𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑐 𝑥∝−1(1−𝑥)𝛾−∝−1(1−𝑦)𝛾′−𝛽−1

(1−𝑢𝑥)𝛾+𝛾′−∝−1(1−𝑣𝑦)𝛾+𝛾′−𝛽−1(1−𝑢𝑥−𝑣𝑦)∝+𝛽−𝛾−𝛾′+1
                                                                                     (1)  

°براي  < 𝑥 < 1 , ° < 𝑦 < 1 , ° < 𝛼 < 𝛽 , ° < 𝛽 < 𝛾′ , ° ≤ 𝑢 < 1  , ° ≤ 𝑣 < 1  , ° ≤ 𝑢 + 𝑣 < 1    

شوش پوارامتر مجهوول عبارتاود از      به گونه اي تعيين می شود که حاصول انتگورال توابع چگوالی احتموال یوک باشود         𝑐توشيح ایاکه مقدار ثابت 

𝛼 , β , γ , γ′, u , v    

𝑐 توا، با استفاده از رابطه زیر تعيين کرد:را می 

1

c
=  

Γ(𝛼)Γ(𝛽)Γ(𝛾−𝛼)Γ(𝛾′−𝛽)

Γ(𝛼)Γ(𝛾′)
 . 𝐹4 (𝛼, 𝛽; 𝛾, 𝛾′; 𝑢(1 − 𝑣), 𝑣(1 − 𝑢) )     

,𝐹4 (aتابع  b ; c, 𝑐′;  𝑧, 𝜉 )   تابع اپل نو  چهارم بوده ا به صورت زیر بيا، می گردد 

𝐹4 (a, b ; c, 𝑐′;  𝑧, 𝜉 ) =  ∑∞
𝑘=0 ∑

(𝑎)𝑘+𝑙(𝑏)𝑘+𝑙 𝑧𝑘 𝜉𝑙

(𝑐)𝑘(𝑐′)𝑙 𝑘!𝑙!
∞
𝑙=0     

 به صورت زیر تعریف می شود:  k(𝑓)ا 

(𝑓)𝑘 = 𝑓 (𝑓 + 1) … ( 𝑓 + 𝑘 − 1)      

𝑥حال با ميل داد،  →  می توا، نوشت : 0

𝑓(𝑥, 𝑦) ~ 𝑐 𝑥𝛼−1  
𝑦𝛽−1(1−𝑦)𝛾′−𝛽−1

(1−𝑣𝑦)𝛼    

𝑦 حال مشابه حالت صبل این بار با ميل داد،  →  ا گرفتن حد تابع خواهيم داشت: 0

𝑓(𝑥, 𝑦) ~ 𝑐 𝑦𝛽−1  
𝑥𝛼−1(1−𝑥)𝛾−𝛼−1

(1−𝑢𝑥)𝛽    

log( بحث کوتاهی داشته باشيم  با مشتق گرفتن از 1امازه دهيد رامع به شکل ا نمودار معادله ) 𝑓   نسبت به متغيرهاي𝑥, 𝑦      موی تووا، چاوين

 بدست آارد:

𝜕 log f

∂ x
=  

𝛼−1

𝑥
− 

𝛾−𝛼−1

1−𝑥
+ 

𝑢(𝛾+𝛾′−𝛼−1)

1−𝑢𝑥
+ 

𝑢(𝛼+𝛽−𝛾−𝛾′+1)

1−𝑢𝑥−𝑣𝑦
                                                                                        (2)  

 مشابها داریم :

𝜕 log f

∂ y
=  

𝛽−1

𝑦
−  

𝛾′−𝛽−1

1−𝛾
+  

𝑣(𝛾+𝛾′−𝛽−1)

1−𝑣𝑦
+ 

𝑣(𝛼+𝛽−𝛾−𝛾′+1)

1−𝑢𝑥−𝑣𝑦
                                                                                       (3)  

 ( بدست می آید:1( ا حل همزما، معادلات درمه سه زیر نقاط بحرانی معادله )3( ا )2حال با صفر صرار داد، رابطه هاي )

𝑢2(2 − 𝛾 + 𝛽)𝑥3 +  𝑢(𝛼𝑢 − 𝑢 − 𝛽𝑢 + 𝑣𝑦 − 4 − 𝛽 + 2𝛾 + 𝛾′𝑣𝑦 − 𝛼𝑣𝑦)𝑥2 + (𝛾𝑣𝑦 − 2𝛼𝑢 + 𝛽𝑢 + 2𝑢 +

2 − 2𝑣𝑦 + 2𝛼𝑢𝑣𝑦 − 𝛾 − 𝛾𝑢𝑣𝑦 − 𝛾′𝑢𝑣𝑦)𝑥 + (1 − 𝛼)(𝑣𝑦 − 1) = 0  
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( را به تدوویر موی کشود     1برخی از حالتهاي ممکن معادله ) 2ا  1( می تواند با نه نقطه بحرانی معرفی ا تعيين شود  شکلهاي 1باابر این معادله ) 

تدوویر یوا نمایشوی از اابسوتگی صووي ا      ( می تواند متقار،، پادمتقار، یا متمایل به گوشه هاي ناحيه مربعی باشد ا 1ملاحظه می شود که معادله )

شويه  شعيف آ، دا باشد حال کارهاي باصيمانده که می بایست در این مقاله انجام گردد عبارتاد از ارائه گشتاارهاي حاصل شربی، توابوع چگوالی حا  

در ادامه به مباحث اشاره شده پرداختوه   (  1اي، گشتاارهاي حاشيه اي، توابع چگالی احتمال شروی ا توابع مولد گشتاار شروی مربوط به معادله )

لازم به ذکر است که از راش برآارد حداکثر درستامایی براي ماتریس اولا  مشاهده شده استفاده شده کوه در بخوش شوش در موورد آ،     می شود 

 بحث خواهد شد 

 . گشتاورهای حاصل ضربی2

مضاعف از توابع فو  هادسی گوس، راش محاسبه ا بدست آارد، گشتاارهاي حاصل شوربی مربووط بوه     صضيه زیر با استفاده از سریهاي نامتااهی

 ( را بيا، می کاد 1معادله )

 ( بوسيله فرمول زیر محاسبه می گردد 1مربوط به معادله )  X , Yگشتاارهاي حاصل شربی  :  1-2صضيه 

𝐸(𝑋𝑚  𝑌𝑛) =  𝐶. 𝐵(𝛽 + 𝑛 , 𝛾′ − 𝛽). 𝐵(𝛼 + 𝑚 , 𝛾 − 𝛼). ∑∞
𝑘=0 ∑

(β+m)k+l (γ+γ′−β−1)l vk+1

(n+γ′)k+l K !l !
∞
l=0  

. (𝛼 + 𝛽 − 𝛾 − 𝛾′ + 1)𝑙  . 𝐹1(𝛼 + 𝑚 , 𝑙 + 𝛽; 𝑚 + 𝛾; 𝑢)                                                                                         (4)2  

, 𝑚براي هر عدد حقيقی  𝑛 > 0     𝐵(𝑎, 𝑏) , 𝐹12  (𝑎 , 𝑏 ; 𝑐 ; 𝑥)       تابع بتا ا تابع فو  هادسی گوس بوده که بوه ترتيوب بوه صوورت زیور

 تعریف می شوند:

𝐵(𝑎, 𝑏) =  ∫     𝑡𝑎−1 (1 − 𝑡)𝑏−1 
1

0
𝑑𝑡                                                                                                                            (5)  

 ا 

𝐹12  (𝑎 , 𝑏 ; 𝑐 ; 𝑥) =  ∑
(𝑎)𝑘 (𝑏)𝑘  𝑥

𝑘

(𝑐)𝑘 𝑘 !
 ∞

𝑘=0                                                                                                                         (6)   

 با تومه به تعریف اميد ریاشی می توا، نوشت : اثبات :

𝐸(𝑋𝑚  𝑌𝑛) =  𝐶 ∫
1

0 ∫
𝑥𝑚+𝛼−1 𝑦𝑛+𝛽−1 (1−𝑥)𝛾−𝛼−1 (1−𝑦)𝛾′−𝛽−1 

(1−𝑢𝑥)𝛾+𝛾′−𝛼−1 (1−𝑣𝑦)𝛾+𝛾′−𝛽−1 (1−𝑢𝑥−𝑣𝑦)𝛼+𝛽−𝛾−𝛾′+1
 

1

0
 𝑑𝑦 𝑑𝑥                                         (7)   

 ( می توا، نوشت:6( ا )5می باشد ا عاایت به راابط ) yبا کمی دصت به انتگرال داخلی که نسبت به الما، 

𝐸(𝑋𝑚  𝑌𝑛) =  𝐶. 𝐵(𝛽 + 𝑛 , 𝛾′ − 𝛽) ∫
𝑥𝑚+𝛼−1  (1−𝑥)𝛾−𝛼−1

(1−𝑢𝑥)𝛽

1

0
 . 𝐹1(β + n , γ + γ′ − β − 1 , α + β − γ − γ′  

+1 , 𝑛 + 𝛾′;  𝑣 ,
𝑣

1−𝑢𝑥
 ) 𝑑𝑥                                                                                                                                               (8)  

 تابع اپل نو  اال تعریف شده به صورت زیر می باشد: 𝐹1در ایاجا تابع 

𝐹1 (a, b , b′, c ;  𝑧, 𝜉 ) =  ∑∞
𝑘=0 ∑

(𝑎)𝑘+𝑙(𝑏)𝑘 (𝑏′ )𝑙 𝑧𝑘 𝜉𝑙

(𝑐)𝑘+𝑙 𝑘!𝑙!
∞
𝑙=0                                                                                      (9)     

 ( ا بازنویسی مجدد می توا، نوشت:8با مایگذاري رابطه اخير در رابطه )
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𝐸(𝑋𝑚  𝑌𝑛) =  𝐶. 𝐵(𝛽 + 𝑛 , 𝛾′ − 𝛽) ∫
𝑥𝑚+𝛼−1  (1−𝑥)𝛾−𝛼−1

(1−𝑢𝑥)𝛽

1

0
 .     

∑∞
𝑘=0 ∑

(𝛽+𝑛)𝑘+𝑙(𝛾+𝛾′−𝛽−1)𝑘 (𝛼+𝛽−𝛾−𝛾′+1)𝑙 𝑣𝑘+1 

(𝑛+𝛾′)𝑘+𝑙 𝑘!𝑙! (1−𝑢𝑥)𝑙  ∞
𝑙=0  𝑑𝑥  

=  𝐶. 𝐵(𝛽 + 𝑛 , 𝛾′ − 𝛽). ∑∞
𝑘=0 ∑

(𝛽+𝑛)𝑘+𝑙(𝛾+𝛾′−𝛽−1)𝑘 (𝛼+𝛽−𝛾−𝛾′+1)𝑙 𝑣𝑘+1 

(𝑛+𝛾′)𝑘+𝑙 𝑘!𝑙! 
 ∞

𝑙=0     

. ∫
𝑥𝑚+𝛼−1  (1−𝑥)𝛾−𝛼−1

(1−𝑢𝑥)𝑙+𝛽  
1

0
dx                                                                                                                                              (10)     

 . توابع چگالی احتمال و توابع مولد گشتاور حاشیه ای3

 ابع اپل نو  اال ا سري نامتااهی مضاعف تابع فو  هادسی گوس به محاسبه توابع چگوالی که در زیر آمده است با استفاده از ت  2-3ا  1-3صضایاي 

 ا گشتاارهاي حاشيه اي می پردازد 

 به صورت زیر بدست می آید: X ,Y( باشد در این صورت تابع چگالی حاشيه اي 1معادله ) X,Yتابع چگالی احتمال توام  𝑓: اگر 1-3صضيه 

𝑓X (X) =  C. B(β , γ′ − β)xα  (1 − x)γ−α−1 (1 − ux)−β  

. 𝐹1  (𝛽 , 𝛾 + 𝛾′ − 𝛽 − 1 ;  𝛼 + 𝛽 − 𝛾 − 𝛾′ + 1 , 𝛾′;  𝑣 ,
𝑣

1−𝑢𝑥
  )                                                                          (11)  

 ا 

𝑓Y (Y) =  C. B(α , γ − α)yβ−1 (1 − y)γ′−β−1 (1 − vy)−α  

. 𝐹1  (𝛼 , 𝛾 + 𝛾′ − 𝛼 − 1 ;  𝛼 + 𝛽 − 𝛾 − 𝛾′ + 1 , 𝛾 ;  𝑢 ,
𝑢

1−𝑣𝑦
  )                                                                       (12)     

0  اصتی که < 𝑥 < 1   ,   0 < 𝑦 < ,𝐵(𝑎ا    1 𝑏) ( ا 5تابع بتا تعریف شده بوسيله رابطه )𝐹1   تابع اپل نو  اال تعریف شده توسط معادلوه

 ( می باشد 9)

 ( به صورت زیر می باشاد:12( ا )11گشتاار حاشيه اي ا توابع چگالی احتمال حاشيه اي مربوط به معادلات ): توابع مولد  2-3صضيه 

𝐸(𝑋𝑚  ) =  𝐶. 𝐵(𝛽 , 𝛾′ − 𝛽)𝐵(𝛼 + 𝑚 , 𝛾 − 𝛼) ∑∞
𝑘=0 ∑

(𝛽)𝑘+𝑙 (𝛾+𝛾′−𝛽−1)𝑙  𝑣
𝑘+𝑙

(𝛾′)𝑘+𝑙 𝑘 !𝑙!
∞
𝑙=0  

. (𝛼 + 𝛽 − 𝛾 − 𝛾′ + 1)𝑙  𝐹1 2 (𝛼 + 𝑚 , 𝑙 + 𝛽 ; 𝑚 + 𝛾 ; 𝑢 )   

 ا همچاين داریم :

𝐸(𝑌𝑛  ) =  𝐶. 𝐵(𝛽 + 𝑛 , 𝛾′ − 𝛽)𝐵(𝛼 , 𝛾 − 𝛼) ∑∞
𝑘=0 ∑

(𝛽+𝑛)𝑘+𝑙 (𝛾+𝛾′−𝛽−1)𝑙  𝑣
𝑘+𝑙

(𝑛+𝛾′)𝑘+𝑙 𝑘 !𝑙!
∞
𝑙=0  

. (𝛼 + 𝛽 − 𝛾 − 𝛾′ + 1)𝑙  𝐹1 2 (𝛼 , 𝑙 + 𝛽 ; 𝛾 ; 𝑢 )     

𝑛اصتی که   > 0 , 𝑚 > ,𝐵(𝑎ا    0 𝑏) ( ا 5تابع بتا تعریف شده بوسيله رابطه )F12  ( 16تعریف شده توسط معادله ) فو  هادسی گوستابع

  می باشد

𝑓𝑋(𝑥) =  𝐶. 𝐵(𝛽 , 𝛾′ − 𝛽) ∑∞
𝑘=0 ∑

(𝛽)𝑘+𝑙 (𝛾+𝛾′−𝛽−1)
𝑘  

 (𝛼+𝛽−𝛾−𝛾′+1)
𝑙
 𝑣𝑘+𝑙

(𝛾′)𝑘+𝑙 𝑘 !𝑙! (1−𝑢𝑥)𝛽+𝑙  ∞
𝑙=0  . 𝑥𝛼−1 (1 − 𝑥)𝛾−𝛼−1  
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 ا 

𝑓𝑌(𝑦) =  𝐶. 𝐵(𝛼 , 𝛾 − 𝛼) ∑∞
𝑘=0 ∑

(𝛼)𝑘+𝑙 (𝛾+𝛾′−𝛼−1)
𝑘  

 (𝛼+𝛽−𝛾−𝛾′+1)
𝑙
 𝑢𝑘+𝑙 𝑦𝛽(1−𝑦)𝛾′−𝛽−1

(𝛾)𝑘+𝑙 𝑘 !𝑙! (1−𝑣𝑦)𝛼+𝑙  ∞
𝑙=0    

( ، تابع بتواي ليبوی ا نوویکس حاصول     11(  ا  به نحو مشابه معادله )12( معادله ) v=0) ا به نحو مشابه   u=0ملاحظه می شود که با صرار داد، 

 شوند می

 طی. توابع چگالی احتمال و توابع مولد گشتاور شر4

 دهد ( را با استفاده از تابع اپل نو  اال، ارائه می1به معادله ) توابع چگالی احتمال ا توابع مولد گشتاار ا حاشيه اي مربوط  2-4ا  1-4صضایاي 

 گردد به صورت زیر محاسبه می Y=yبا شرط  X( باشاد، تابع چگالی احتمال 1مربوط به معادله )  X,Yتابع چگالی احتمال توام   f: اگر 1-4صضيه 

𝑓X|Y (x|y) =  
(1−𝑣𝑦)1+𝛼+𝛽−𝛾−𝛾′

𝐵(𝛼,𝛾−𝛼)𝐹1 (𝛼,𝛾+𝛾′−𝛼−1 ; 𝛼+𝛽−𝛾−𝛾′+1 ,𝛾 ;𝑢 ,
𝑢

1−𝑣𝑦
 ) 

   

.
𝑥𝛼−1(1−𝑥)𝛾−𝛼−1

(1−𝑢𝑥)𝛾+𝛾′−𝛼−1 (1−𝑢𝑥−𝑣𝑦)𝛼+𝛽−𝛾−𝛾′+1
                                                                       (14)  

0اصتی که   < 𝑥 < ,𝐵(𝑎ا      1 𝑏) ( ا 5تابع بتا تعریف شده بوسيله رابطه )𝐹1 ( می باشد 9تابع اپل نو  اال تعریف شده توسط معادله ) 

 به صورت زیر می باشد:  X=xبه شرط   Yهمچاين تابع چگالی احتمال شروی 

𝑓Y|X (y|x) =  
(1−𝑢𝑥)1+𝛼+𝛽−𝛾−𝛾′

𝐵(𝛽,𝛾′−𝛽)𝐹1 (𝛽,𝛾+𝛾′−𝛽−1 ,𝛼+𝛽−𝛾−𝛾′+1 ; 𝛾′ ;𝑣 ,
𝑣

1−𝑢𝑥
 ) 

  

.
𝑦𝛽−1(1−𝑦)𝛾′−𝛽−1

(1−𝑣𝑦)𝛾+𝛾′−𝛽−1 (1−𝑢𝑥−𝑣𝑦)𝛼+𝛽−𝛾−𝛾′+1
                                                                       (15)       

0براي  < 𝑦 < 1 

 گردد ( به صورت زیر محاسبه می15( ا )14: تابع مولد گشتاار شروی از توابع چگالی احتمال شروی معادلات )2-4صضيه 

𝐸(Xm|𝑦 ) =  
𝐵(𝛼+𝑚 ,𝛾−𝛼)𝐹1(𝛼+𝑚 ,𝛾+𝛾′−𝛼−1 ; 𝛼+𝛽−𝛾−𝛾′+1 ,𝛾+𝑚; 𝑢 ,

𝑢

1−𝑣𝑦
 )

𝐵(𝛼,𝛾−𝛼)𝐹1 (𝛼,𝛾+𝛾′−𝛼−1 ; 𝛼+𝛽−𝛾−𝛾′+1 ,𝛾 ;𝑢 ,
𝑢

1−𝑣𝑦
 )

                                                                (16)  

 ا به نحو مشابه می توا، نوشت :

𝐸(Yn|𝑥 ) =  
𝐵(𝛽+𝑛 ,𝛾′−𝛽)𝐹1(𝛽+𝑛 ,𝛾+𝛾′−𝛽−1 ,𝛼+𝛽−𝛾−𝛾′+1 ;  𝛾′+𝑛; 𝑣 ,

𝑣

1−𝑢𝑥
 )

𝐵(𝛽,𝛾′−𝛽)𝐹1 (𝛽,𝛾+𝛾′−𝛽−1 ,𝛼+𝛽−𝛾−𝛾′+1 ; 𝛾′ ;𝑣 ,
𝑣

1−𝑢𝑥
 )

                                                                (17)  

𝑛اصتی که   > 0 , 𝑚 > ,𝐵(𝑎ا    0 𝑏) ( ا 5تابع بتا تعریف شده بوسيله رابطه )F1 ( موی 6تعریف شده توسوط معادلوه )   نو  اال  تابع اپل-

   باشد

 اثبات :

𝐸(Xm|𝑦 ) =  
(1−𝑣𝑦)1+𝛼+𝛽−𝛾−𝛾′

𝐵(𝛼,𝛾−𝛼)𝐹1 (𝛼,𝛾+𝛾′−𝛼−1 ,𝛼+𝛽−𝛾−𝛾′+1 ; 𝛾 ;𝑢 ,
𝑢

1−𝑣𝑦
 )
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. ∫       
xm+α−1 (1−x)γ−α−1

(1−ux)γ+γ′−α−1 (1−ux−vy)α+β−γ−γ′+1
 dx                                                                                                           (18)

1

0
  

 راه حلهای دیگر جهت توابع چگالی احتمال توام حاشیه ای .5

, 𝑓(𝑥تابع چگالی احتمال توام  ،ما در ایاجا با بازنویسی بعضی از عبارات 𝑦)     را به صورت دیگري محاسبه می کايم  همراه با توابع چگوالی احتموال

 :دید که    با کمی دصت می توا،از آ،   Yا تابع چگالی احتمال حاشيه اي    Xحاشيه اي 

1 − 𝑢𝑥 − 𝑣𝑦 = (1 − 𝑢𝑥)(1 − 𝑣𝑦) − 𝑢𝑣𝑥𝑦  

,𝑓(𝑥 باابراین تابع چگالی احتمال توام  𝑦) آید:به صورت زیر بدست می 

𝑓(𝑥, 𝑦) =  𝐶 
𝑥𝛼−1𝑦𝛽−1(1−𝑥)𝛾−𝛼−1 (1−𝑦)𝛾′−𝛽−1

(1−𝑢𝑥)𝛽 (1−𝑣𝑦)𝛼   . [1 −
𝑢𝑣𝑥𝑦

(1−𝑢𝑥)(1−𝑣𝑦)
]−(α+β−γ−γ′+1)    

بتاي  ليبی ا نویک بوده ، همچاين  باابراین ملاحظه می شود که تابع چگالی احتمال توام به صورت ترکيب خطی از دا تابع چگالی احتمال مستقل

نيوز بوه      Yنيز به صورت ترکيب از تابع چگالی بتاي ليبی ا نویک می باشد  به نحو مشابه توابوع چگوالی حاشويه اي       X توابع چگالی حاشيه اي

به صورت یک سري نامتااهی شامل شرب دا تابع فو  هادسوی گووس    𝐶ا نهایتا،  ثابت  صورت ترکيب از تابع چگالی بتاي ليبی ا نویک می باشد 

 نوشته شد 

 . برآورد6

,𝛼( با پارامترهاي 1توزیع پارامتري داده شده در معادله ) β, γ, γ′, u, v      می باشد  در ایاجا ما برآارد حداکثر درسوتامایی را بوا محاسوبه مواتریس

, 𝑥1)دهيم  فرض کايد اولا  مشاهده شده مد نظر صرار می 𝑦1) …  (𝑥𝑛  , 𝑦𝑛)    ( باشود  بوا محاسوبه لگواری    1یک نمونه تدوادفی از معادلوه ) تم

 درستامایی ماکسيمم داریم:

log 𝐿 (𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛾′, 𝑢, 𝑣) = 𝑛 log 𝐶 + (𝛼 − 1) ∑ log 𝑥𝑗
𝑛
𝑗=1 + (𝛽 − 1) ∑ log 𝑦𝑗 +  (𝛾 − 𝛼 −𝑛

𝑗=1

1) ∑ log(1 − 𝑥𝑗  )
𝑛
𝑗=1   

+(𝛾′ − 𝛽 − 1) ∑ log(1 − 𝑦𝑗  ) + (𝛾 + 𝛾′ − 𝛼 − 1) ∑ log(1 − 𝑢𝑥𝑗  )
𝑛
𝑗=1

𝑛
𝑗=1 −  (𝛾 + 𝛾′ − 𝛽 − 1) ∑ log(1 − 𝑣𝑦𝑗  )

𝑛
𝑗=1  

− (𝛼 + 𝛽 − 𝛾 − 𝛾′ + 1) ∑ log(1 − 𝑢𝑥𝑗  − 𝑣𝑦𝑗  )
𝑛
𝑗=1     

 :انجام گيرد مثلا مشتق گيري ید نسبت به هریک از پارامترهاحال با

𝜕 log 𝐿

𝜕𝛼
=  

𝑛

𝐶
 
𝜕𝐶

𝜕𝛼
+ ∑ log 𝑥𝑗  −𝑛

𝑗=1  ∑ log(1 − 𝑥𝑗  ) + ∑ log(1 − 𝑢𝑥𝑗) −𝑛
𝑗=1

𝑛
𝑗=1 ∑ log(1 − 𝑢𝑥𝑗 − 𝑣𝑦𝑗) 𝑛

𝑗=1  

,𝛼برآارد حداکثر درستامایی پارامترهاي  β, γ, γ′, u, v   که به صورت       ( 𝛼 ̂ , 𝛽̂, 𝛾 ̂, 𝛾′ ̂, 𝑢 ̂, 𝑣 ̂)      در نظر می گيریم از حول معوادلات فوو

نورم افوزار موی نويمم توابع را       nlmاستفاده شده است  هور چاود فانگشون      Rنرم افزار   nlmبراي حل معادلات فو  از الگوریتم  بدست می آیاد 

محاسبه می کاد اما اگر مافی عبارت را به عاوا، تابع ارادي به فانگش بدهيم ماکسيمم را بوراي موا محاسوبه موی نمایود  بوا ارادیهواي مااسوب         

,𝛼بوراي  ماتریس اولا  مشاهده شوده  الگوریتم مطمئن هستيم که این راش همواره همگرا به مواب یگانه ا ماحدر بفرد می باشد  β, γ, γ′, u, v  

–به صورت  (𝐼𝑖,𝑗)  درایه هاي آ، به صورت زیر می باشد: به عاوا، نمونه بعضی از بوده که 

𝐼1,1 =  
𝑛

𝐶
 

𝜕2𝐶

𝜕𝛼2 −
𝑛

𝐶2  (
𝜕𝐶

𝜕𝛼
)2  ,  𝐼1,2 =  

𝑛

𝐶
 

𝜕2𝐶

𝜕𝛼𝜕𝛽
−

𝑛

𝐶2  (
𝜕𝐶

𝜕𝛼
) (

𝜕𝐶

𝜕𝛽
) ,  𝐼1,3 =  

𝑛

𝐶
 

𝜕2𝐶

𝜕𝛼𝜕𝛾
−

𝑛

𝐶2  (
𝜕𝐶

𝜕𝛼
) (

𝜕𝐶

𝜕𝛾
)   
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با تحقيق ا انجام شوبيه سوازي بوه در    هاي بزرگ چگونه این تخمياها را نگهداري کايم؟ ما این سوال را  nاین سوال مطرح می شود که براي  حال

 بخش بعد خواهيم دید 

 . داده های کاربردی7

( با تمام توزیع هواي بتواي دا متغيوره شوااخته     1در این بخش توشيح داده می شود که چگونه توزیع بتاي دا متغيره مدید تعریف شده با معادله )

 مربوط به ماگلی از گرده دانه گوردا اسوتفاده موی کاويم  ایون داده هوا در       1شده تا کاو،، مقایسه می گردد  براي این ماظور  از داده هاي مدال 

 Pinus,Abies,Quercus,Alnusاز چهار نوو  دانوه بوه نامهواي      42مربوط به یک نمونه به حجم  1اولاعات مدال آارده شده است   1مدال 

(0,1)توزیع هاي با تابع چگالی احتمال راي ناحيه  می باشد  100باشد  شماا ممع داده هاي مربوط به هر سطر می × (𝑜, که موی تواناود     (1

 رتاد از :برازش گردند عبا

  با نام اختداري با تابع چگالی احتمال زیر  ]5[توزیع بتاي دا متغيره ليبی ا نویک ،'LN': 

𝑓(𝑥, 𝑦) =  
𝐶1 𝑥𝛼−1𝑦𝛽−1(1−𝑥)𝛾−𝛼−1(1−𝑦)𝛾−𝛽−1

(1−𝑥𝑦)𝛾  

 با نام اختداريبا تابع چگالی احتمال زیر  ]6[گاپتا ا انگ  توزیع بتاي دا متغيره ،'GW': 

𝑓(𝑥, 𝑦) =  
𝑥𝑎−1𝑦𝑐−1(1−𝑥)𝑏−1(1−𝑦)𝑑−1

𝐵(𝑎,𝑏)𝐵(𝑐,𝑑)
 {1 + 𝜆[2𝐼𝑥(𝑎, 𝑏) − 1][2𝐼𝑥 (𝑐, 𝑑) − 1]}  

 

𝐼𝑥(𝑎, 𝑏) =  ∫ 𝑡𝑎(1 − 𝑡)𝑏−1𝑥

0
 /𝐵(𝑎, 𝑏)  

 با نام اختداريباتابع چگالی احتمال زیر  ]12[ناداراژه  توزیع بتاي دا متغيره ، 'N2007a': 

𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝐶2𝑥𝛼−1𝑦𝛽−1(1−𝑥)𝛾−𝛼−1(1−𝑦)𝛾−𝛽−1

(1−𝑥𝑦𝛿)𝛾   

 با نام اختداري باتابع چگالی احتمال زیر  ]13[ناداراژه  توزیع بتاي دا متغيره ،'N2007b': 

 𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝐶3𝑥𝛽−1𝑦𝛽′−1(1−𝑥)𝛾−𝛽−1(1−𝑦)𝛾′−𝛽′−1

(1−𝑢𝑥−𝑣𝑦)𝛼 

  با نام اختداري با تابع چگالی احتمال زیر  ]14[توزیع بتاي دا متغيره سارابيا ا کاستيلو ،'SC': 

𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝐶4𝑥𝑎−1𝑦𝑏−1[1−𝑥−𝑦+(1−𝑑𝑒)𝑥𝑦]𝑐−1

[1−(1−𝑑)𝑥]𝑎+𝑐 [1−(1−𝑒)𝑦]𝑏+𝑐    

 مهت تشخيص تفاات توزیع هاي فو  از معيارها به شرح ذیل بهره گرفته شده است:

𝐴𝐼𝐶  معيار اولا  آکائيک با شابطه تعریف شده به صورت :1 = 2𝑘 − 2 log  𝐿 (𝜃 )  

𝐵𝐼𝐶 معيار اولا  بيزي با شابطه تعریف شده به صورت :  2 = 𝑘 log 𝑛 − 2 log   𝐿(𝜃 )   

𝐶𝐴𝐼𝐶  معيار سازگاري اولا  آکائيک با شابطه تعریف شده به صورت:3 = − 2 log   𝐿(𝜃 ) +  𝑘 (log 𝑛 +   1)   

𝐴𝐼𝐶𝑐   معيار تدحيح اولا  آکائيک با شابطه تعریف شده به صورت :4 = 𝐴𝐼𝐶 +  
2 𝑘 (𝑘+1)

𝑛−𝑘−1
  

𝐻𝑄𝐶کویين با شابطه تعریف شده به صورت : –  معيار هاا، 5 = − 2 log   𝐿(𝜃 ) + 2 𝑘 log log 𝑛    

ام ا لازم به ذکر است که هر کدام از  معيارهاي فو  که کمتر باشد بهترین برازش را دارد  براي بحث بيشتر ا  مفدل تر در این خدووص بوه بارنهو   

 مرامعه شود  ]24[اندرسو، 
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 1جدول 
 Alnus Quercus Abies Pinus  Alnus Quercus Abies Pinus 

3 12 1 84 9 14 2 75 

3 15 1 81 4 13 2 81 

2 16 1 81 7 1 3 89 

4 18 2 76 4 7 5 84 

3 7 3 87 6 10 3 81 

3 5 1 91 5 8 1 86 

1 2 4 93 1 11 2 86 

4 6 1 89 6 10 2 82 

2 8 3 87 11 16 1 72 

2 3 1 94 1 2 4 93 

8 9 2 81 1 11 1 87 

6 18 7 69 1 3 1 95 

5 8 1 86 2 12 1 85 

5 16 5 74 4 4 1 91 

5 11 2 82 1 19 1 79 

1 9 3 87 2 1 2 95 

3 26 3 68 2 5 3 90 

9 11 3 77 1 7 2 90 

5 7 2 86 2 9 1 88 

9 11 1 79 3 10 1 86 

3 17 1 79 9 14 2 75 

 

 2جدول   

 نو  گرده داربين ا ااتسو، گادفري ا براش

0.840 0.361 Pinus 

0.575 0.651 Abies 

0.570 0.236 Quercus 

0.745 0.555 Alnus 

 

 3جدول 

 نو  گرده هریسو، ا مک کاب گلد فلد ا کوانت براش ا پاگا،

0.899 0.218 0.407 Pinus 

0.391 0.058 0.052 Abies 

0.584 0.209 0.23 Quercus 

0.825 0.151 0.305 Alnus 

 

 آزمون  (  p – value) مقادیر         4جدول 

 نو  گرده رتبه بارتلس کوکس ا استوارت علامت رتبه نقطه بازگشت باکس

0.358 0.503 0.112 0.537 0.051 0.240 Pinus 

0.601 0.051 0.114 0.380 0.815 0.807 Abies 

0.207 0.192 0.091 0.830 0.110 0.276 Quercus 

0.869 0.233 0.826 1 0.248 0.638 Alnus 

 ( (Pinus , Abies)) انداره گیری معیارها برای      5جدول   

HQC AICc CAIC BIC AIC -log L نام توزیع 

-326.731 -328.394 -320.180 -323.180 -328.916 -167.458 LN 

-325.918 -327.385 -317.515 -321.515 -328.466 -168.233 N2007a 

-349.598 -352.013 -336.494 -342.494 -353.967 -182.983 New 
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-346.453 -348.73 -335.534 -340.534 -350.094 -180.047 GW 

-237.907 -240.184 -226.987 -231.987 -241.547 -125.774 SC 

19.097 16.667 34.384 27.384 14 3.331 × 10−14  N2007b 

 ( (Pinus , Quercus)) انداره گیری معیارها برای      6جدول   

HQC AICc CAIC BIC AIC -log L نام توزیع 

-323.410 -325.776 -316.299 -319.299 -326.129 -166.065 LN 

-327.276 -328.743 -318.873 -322.873 -329.824 -168.912 N2007a 

-344.232 -348.377 -330.010 -336.010 -349.670 -175.057 New 

-296.180 -299.803 -284.329 -289.329 -300.712 -155.356 GW 

-245.766 -249.388 -233.914 -238.914 -250.297 -130.149 SC 

20.344 15.75 36.937 29.937 14 4.796 × 10−14 N2007b 

 ( Pinus , Alnu)(s) انداره گیری معیارها برای      7جدول   

HQC AICc CAIC BIC AIC -log L نام توزیع 

-381.731 -383.853 -374.830 -377.830 -384.259 -195.130 LN 

-383.918 -385.385 -375.515 -379.515 -386.466 -197.233 N2007a 

-406.536 -410.093 -392.734 -398.734 -411.593 -209.482 New 

-326.740 -329.902 -315.239 -320.239 -330.955 -170.477 GW 

-261.252 -264.414 -249.751 -254.751 -265.466 -137.733 SC 

19.900 16.036 36.002 29.002 14 4.197 × 10−14 N2007b 

 ) ضریب همبستگی برآورد برازش شده با مقیاس اصلی (      8جدول 

 داده ها برآارد تجربی برآارد برازش شده

-0.260 -0.253 (Pinus , Abies) 

-0.872 -0.898 (Pinus , Quercus) 

-0.525 -0.561 (Pinus , Alnus) 

 ) ضریب همبستگی برآورد برازش شده با مقیاس تبدیل شده (      9جدول 

 داده ها برآارد تجربی برآارد برازش شده

0.188 0.185 (Pinus , Abies) 

0.244 0.252 (Pinus , Quercus) 

0.299 0.296 (Pinus , Alnus) 

 

 

𝑣( براي 1: تابع چگالی احتمال ) 1شکل  = 0.5  , 𝑢 = 0.5 
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𝛾( براي 1: توابع چگالی احتمال ) 2شکل
′

= 3  , 𝛾 = 3  , 𝛽 = 1.5  , 𝛼 = 1.5 

 . نتیجه گیری8

( با تومه به معيارهاي شش گانه عاوا، شده، در مقایسه با سایر توزیوع هواي   1ملاحظه گردید که توزیع بتاي دا متغيره مدید ارائه شده با معادله )

آارده  7توا   5محاسبه ا در مودال    AIC, BIC, CAIC, AICc, HQCبتاي دا متغيره داراي بهترین برازش است  مقادیر مربوط به معيارهاي 

 ه است  می بيايم که توزیع بتاي دا متغيره مدید داراي کمترین مقدار در هریک از معيارهاي عاوا، شده براي هور مجموعوه داده بووده، ا ایون    شد

ادیر اداراژه داراي بيشترین مقدار می باشد  توزیعی که داراي کمترین معيار باشد مااسب تر است ا با تومه به مقدرحالی است که توزیع دا متغيره ن

 یابيم که توزیع دا متغيره مدید از سایر رصباي خود بهتر ا تواناتر می باشد ا این یک کشف صابل تومه می باشد معيارهاي فو  در می
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