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 چکیده
 این قضیه بیان می کند کهبه دست خواهیم داد. در این مقاله برهان ساده ای از قضیه جداسازی ژوردان ـ براوئر              

mRMمانند   ، و جهت پذیر ، فشرده یک ابررویه ی هموار، همبندبرای                متمم آن  ،MRm  دومولفه 

 مزر هر یک از انهاست. Mهمبند دارد که              

 براوئر-،قضیه جداسازی ژوردانیجهت پذیر ابر رویه هموار،  کلمات کلیدی:

 

 

 . مقدمه1
mRMزیر مجموعه ی    ـــود هر اه به ازای هر نق ه  Uمجموعه ای باز چون  Mxیک ابروریه ی هموار خوانده می ش

RUو تابعی هموار چون  xحاوی  : :با ویژ یهای زیر وجود داشته باشد 

   xgrad)  

  UM   1) 

MRVبردار    را قائم برM  در نق ه یX  می  وییم هر اه مضربی از xgrad  باشد. فضای مماس برM  در نق ه یx 

که بر  mRمرکب از همه ی بردارهای   Mx Tعبارت است از مجموعه ی  xgrad  عمود باشند. نگاشتnRMf : 

شود هر  اه برای هر  Mxfهموار نامیده می  .  شتی همواره چون nRMf تحدید نگا :   بهMU   شد که در با

nRMfاست. مشتق نگاشت هموار  xمجموعه ای باز شامل  Uآن  :  تبدیل خ ی چون  n

X RMTxf  است  :

که از تحدید   nm RRxF  ــت می آید. هبه یاد آورید که ماتری   : ــت  Fماتری  ژاکوبی  F'(x)به دس ــت.رهر نگاش اس
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که ا ر  ند  گاشــــت وارون حگم می ک یه ی ن ـــ نا  دارد. قض ـــم   یک دیفرومورفین باشــــد  که وارونش نیز هموار  هموار 

  1:  m

X RMTxf  یک یگریختی خ ی باشد، آنگاه همنایگیV  از نق هx  درM  وجود دارد به طوری که تحدیدf  به

 را ببینیدر ]2[است. هبرای ملاحظه ی تفصیل بیشتر، مرجع  1mRبه روی زیر مجموعه ای باز از  Vآان، دیفرومورفینم از 

mRMابر رویه ی هموار    را جهت پذیر می خوانیم هر  اه میدان همواری از بردارهای واحد قائم را به خود بپذیرد، یعنی

mRMvنگاشــت همواری چون :   وجود داشــته باشــد به طوری که برای هرMxxvxv   xدر نق ه ی  ),()(1,

 باشد. Mقائم بر 

ضیه ست.هبرای دیدن برهانی کوتاه از  فرض جهت پذیری در ق شرده لزوما جهت پذیر ا ست، چرا که هر ابررویه ی ف ی بالا زائد ا

ساده کنیم.  [1] این م لب در حالت هموار، مرجع  را ببینید.رلگن آوردن این فرض دراینجا به ما امگا ن ا می دهد که برهان را 

 [ر جهت پذیری نوعی پیش فرض تلقی می شود. mRبعد در  m-1] کره ی  mM=S-1در بنیاری حالات ههمچون وقتی که 

ست. اثبات ما کلمه به کلمه برای رویه های  C`همان « هموار»منظور ما از  صلاحات فنی هبا  2Cا ست، و با اندک ا نیز برقرار ا

نیز به کار بنــت.برای اثبات قضــیه  1Cیه های به جای قائمر میتوان آن را برای رو (transverse)بهره وری از میدانهای قاطع 

ی بالا می تواننتیم از روش ساملنن نیز استفاده کنیم اما  مان می کنیم که رهیافت ما مقدماتیتر باشد. به جای به کار بنتن 

ـــتفاده می کنیم که هر میدان برداری هموار ـــهور اس ـــیه ی تقاطع و رده بندی خمینه های یک بعدی، از این حگم مش  قض
m→RmX:R  و(x))m(x), … ,a1X(x)=(a  شرایط انتگرالپذیری که در   ijji xaxamji  صدق می  ,1,....,//

RRmکند  رادیان تابعی هموار چون  :   ـــه میدانی هموار از بردارهای واحد قائم چون ـــت.یک بار و برای همیش اس
mRMv : را مفروض می  یریم، و نگاشت هموارmh:M× R→R را با(x) h(x,t) = x+t.v  تعریف می کنیم. به ازای هر

  ،مفروض  m

e RMh   یانگر تحدید  :, ما ندارد زیر را برای کامل بودن بح   hن ـــتا خواهد بود.نتیجه اس

 یادآوری می کنیم.

mRMلم: فرض کنیم     به ازای ـــورت  باشـــد. در این ص ـــرده  پذیر، و فش هت  یه هموار، ج بت،    یک ابر رو ی مث

  m

e RMh    است.mRیک دیفرومورفینم به روی زیر مجموعه ای باز از  :,

شتق  Mxبرهان: به ازای هر  م  m

x RRMTxh  :, ست. زیرا هر بردار افقی ه ر را به w,0یک یگریختی خ ی ا

w  و هر بردار قائم t.  را به xvt.  هکه برw  عمود استر می فرستد. بنابر قضیه ی نگاشت وارون ، می توانیمx  و

باز  ـــایگی  که  Mدر  xاز  xvهمن یابیم  نان ب عه ی  hرا چ مجمو xxxV  ,   یک به روی  یک  به طور دیفرومورف را 

ی مثبت، یک به برای  hبنگارد.تنها چیزی که برای اثبات باقی می ماند ان اسـت که نشـان دهیم  mRدر  xهمنـایگی باز 

ــت. هر  اه چنی ــد، به ازای یک اس می توان جفتهای متمایز  Nnن نباش   nnnn sxty را در  ,,, nnM 1,1 

چنان یافت که    nnnn tyhsxh ,,   چون 1.1M  صورت لزو ، با در نظر  رفتن زیر ست ، می توانیم هدر  شرده ا ف

Mxxnدنباله هار فرض کنیم    وMyyst nnn  ,,   در این صورت 

        yyhtyhLimsxhLimxhx nn
n

nn
n

  ,,,, 

نابراین  ب     ,., xtyLimsxLim nnnn    کافی بزرگ ندازه ی  به ا قادیر  برای م nsx nn و   .. nn ty به   , متعلق 

عه ی  مجمو xxxV  ,   حالتی هد بود و در چنین  خوا   nnnn tyhsxh ,,    بات می به اث ناقص ، لم را  این ت

 رساند.

ـــویر  به  hما تص را  MV  له ای ـــایگی لو یک همن ـــان می دهیم و آن را  ـــیم  Mنش می خوانیم همچنین می نوین

     , MhMV. 
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 نتیجه اصلی:-2

 

 برهان قضیه:

ــان دادن اینگه   ــت آزاز می کنیم. به طور دقیق تر، تابع همواری چون  M-mRکار را با نش RRmناهمبند اس :  تعریف

که  به طوری  می کنیم  1M   به ازای هر ، و   Mxxgrad  , باز های  عه  ـــورت مجمو . در این ص

       xRxAxRxB mm  BAMRmناتهی و از هم جدا هنـــتند و داریم  ;,;   نحوه

 به قرار زیر است. تعریف 

2)(فرض کنیم   MV  یک همنایگی لوله ایM  شد. تابع هموار را چنان می  یریم که  f:R→Rبا   f  و   tf 

برای     ttf و  tبرای  ,  tf  برایt . 

 

2)(هر نق ه  MV    گل ـــ به ش تایی  به طور یگ را می توان  xvtx .   که در آن Mxtنوشــــت   ,2   تابع

  RMVg 2:   ــا را ب    Tfxvtxg     ــــورت ــــت،  gتــعــریــف مــی کــنــیــم. در ایــن ص هــمــوار اس

    1,.  gMxvtxg   برای    )2,,.   tوxvtxg 2,[برای( t. 

شد که بر  m→RmX:Rفرض کنیم  میدانی برداری با MV 2  برابرgrad g  ست. مجموعه ی صفر ا MV][و درخارج آن 

ــرده و بنابراین در ــت.  mRفش ــته اس بر هر یک از مجموعه های باز  Xبن MV 2  و][MVRm

 ــت. هدر واقع هموار اس

ستر .پ   صفر ا شرایط انتگرالپذیری را بر می آورد.  mRیک میدان برداری همواره در  Xبردومی متحد با  ضوح  ست ، که به و ا

RRmبنابراین می توانیم تابع هموار  :  را چنان اختیار کنیم کهXgrad  ـــورت لزو  ، با افزودن مقداری . در ص

در  x، می توان فرض کرد که برای هر  ثابت به      MVxgx  2,  زیرا ، MV 2   ست مجموعه ای باز و همبند ا

نان دارند. به علاوه  gو که  بر هر مولفه همبند  بر آن  رادیانهای یگ MVRm

  ست زیرا  رادیانش در آنجا ثابت ا

ست. اکنون توجه کنیم که هر چنین مولفه ای ،  صفر ا MV 2  را ق ع می کند. ]به  ازای هر MVy 2 ،مفروضp   را

نق ه ای در مجموعه بنــته ی  MV  ــله اش تا ــد. ق عه خ yبگیرید که فاص MVRm)([ در y,pط ]کمترین باش

  هو

در این مجموعهر قرار می  یرد  yبنابراین دو مولفه  MV 2  را در همه ی نقاط نزدیک بهp ].ق ع می کند 

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


4 

 

ــورت  در این ص 1M  و در خارج MV  داریم   هر اه .Mx به ازای ،c ــت یی حقیقی خواهیم داش

   xvcxgrad .  زیرا  رادیان بر س ح ترازM : عمود است. این نشان می دهد که 

           


fxvtxg
dt

d
xvxgradc

t
., 

بنابراین در هر نق ه   Mxxgrad  , . 

شامل مجموعه ی  Aکه در ابتدای برهان تعریف شدند همبندند. در حقیقت  Bو  Aاکنون نشان می دهیم که مجموعه های باز 

همبند       2  ,,.2,  tMxxvtxMhP   است. به علاوه هرAy  یا درP  است یا می توان

با ق عه خ ی چون   Apy ,  به نق هPp د پیشر وصــلش کرد. تنها کافی اســت هماننp  را نق ه ای در مجموعه ی

بنته ی   .Mh  بگیریم که فاصله ای تاy  کمترین باشد. استدلال مشابهی همبندیB .را ثابت می کند 

 است. M-mRاز مجموعه ی  Bو  Aمرز هر یک از مولفه های همبند  Mسرانجا  ثابت می کنیم که 

نق ه ی  Mxبه ازای هر  xvtx .    برای t بهA  و برای ، t  بهB  تعلق دارد. فرض کنیمfr.S 

شان می دهد که برای هر  Sنمایانگر مرز مجموعه  شد. این م لب ن MxBfrAfrxبا  ,     ..   سوی دیگر هر  اه از 

Afrx .  م داری  x   زیراAx   ما . ا  x   زیراAx  پ ،  x   یعنیMAfr .   جه که نتی

 و اثبات به انجا  می رسد. fr.B = Mبه روش مشابهی خواهیم داشت  fr.A=Mمی دهد 

 گیرینتیجه. 3

فرض   mRبه جای فشــرده بودن تنها زیر مجموعه ای بنــته از  Mاســتدلالی از همین نور را می توان هنگامی که ابر رویه ی  

شود که به جای عدد ثابت  صلاح  ست لم چنین ا نت. بدین منظور تنها لاز  ا سته مثبتی چون  شود، به کار ب تابع پیو

RM : :بیابیم که ویژ ی زیر را داشته باشد 

yxهر  ــاه   ـــنــد آنگــاه برای هر  Mدر   | بــاش    xxs  ,   و هر    yyt  ,   ـــیم ـــتــه بــاش داش

   yvtyxvsx ..  . 

را به عنوان  Mبعدی  m-1که رویه ی  Nبعدی همبند ســاده ی  Mرا با هر رویه ی  mRمی توان حتی از این هم فراتر رفت و 

زیر مجموعه ای بنـــته در برداشـــته باشـــد عوض کرد. در اینجا هم همان ایده به کار می رود، به جز اینگه نحوه ی ســـاختن 

همنایگی لوله ای   NMV  ا را در نظر  رفتر .ظریفتر خواهد بود. هبه جای ق عه خ های راست میتوان ژئودزیگه 
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Abstract. In this paper, we obtain a simple proof of the Jordan-Brouwer 
Separation Theorem. This proposition states that  for   𝑀 ⊂ ℝ𝑚      a connected, 

compact,orientable smooth hypersurface. Its complement   𝑅𝑚 −𝑀   has two 

connected components, each of which has M as its point set boundary. 
Keywords: Smooth hypersurface,  orientable , jordan-brouwer separation 

theorem 
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