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 چکیده
مسئله بهینه سازی چند   در صورتی کهاست.  𝑅𝑛در فضای  نقاط کارای ضعیف در یک مسئله بهینه سازی چند هدفه خطی، هدف اصلی پیدا کردن در این مقاله

نقاط کارای به  .  با استفاده ازنقاط کارای ضعیف این مسئله را به دست آورد توانبه راحتی می توابع هدفبا توجه به خطی بودن دارای دو تابع هدف باشد هدفه 

پیدا کردن نقاط کارای ضعیف را برای  ارائه شده روش ،کنیم. در پایانرا پیدا می اصلی نقاط کارای ضعیف برای مسئله ،مسئلهدست آمده از دو تابع از توابع هدف 

  دهیم.های مربوطه نشان میی نقاط کارا را در شکلنویسیم و برای چند مثال ناحیهب میاز زبان برنامه نویسی متلبا استفاده 

 

 .مسئله برنامه ریزی خطی، خطی بهینه سازی چند هدفه ،نقاط کارای ضعیف، چند هدفه بهینه سازی :کلیدی واژه های

 

 مقدمه   -1

𝑝فرض کنید  ≥  مسئله بهینه سازی چند هدفه زیر را در نظر بگیرید.یک عدد صحیح باشد.  2

(𝑀𝑂𝑃) 

min 𝑓1(𝑥) 
min 𝑓2(𝑥) 

⋮ 
min 𝑓𝑝(𝑥) 

𝑥 ∈ 𝑋 
𝑖که در آن برای هر  = 1,2, … , 𝑝 توابع ،𝑓𝑖: 𝑅𝑛 → 𝑅  خطی هستند و𝑋 ⊆ 𝑅𝑛 روشی در این مقاله قصد داریم  ای محدب است.مجموعه

 [6،5] 2بتران توسط 1977در سال مسئله بهینه سازی خطی چند هدفه . ارائه دهیم (𝑀𝑂𝑃)مسئله  1نقاط کارای ضعیفدست آوردن برای به

مسئله بهینه سازی خطی چند برای  [9112] 4و کرون 3توسط ویلارل 1978سپس در سال برای متغیرهای صفر و یک مورد برسی قرار گرفت. 

مسئله بهینه سازی خطی برای های دیگری برای روش تحقیق و برسی قرار گرفت. مورد 5صورت تقریبی از این مسئله در برنامه ریزی پویاهدفه به

در ادامه  مورد توجه و برسی قرار گرفت. [31] 9سیو پَ 8سترناکو پ [71] 7زئونتس ،[15]و همکاران  6توسط بانکرچند هدفه با دو تابع هدف 

بسیاری از توسط  موضوعات بسیاری مرتبط با این موضوع .[7،12،14،18،22]بسیاری از محققین به تحقیق و مطالعه در این ضمینه پرداختند

 کنیم.در اینجا ابتدا انچه در ادامه متن مورد نیاز است را ذکر می .[16،114،81]مورد برسی قرار گرفت محققین

 حل مسئله    -2

فرض کنید  مجموعه نقاط کارای ضعیف این مجموعه باشد. 𝑋𝑊𝐸فرض کنید را در نظر بگیرید.  (𝑀𝑂𝑃)قضیه: مسئله بهینه سازی چند هدفه 

𝑋𝑊𝐸(𝑖, 𝑗) مسئله بهینه سازی چند هدفه زیر باشد. ضعیف مجموعه نقاط کارای 

(𝑀𝑂𝑃(𝑖, 𝑗)) 
min 𝑓𝑖(𝑥) 
min 𝑓𝑗(𝑥) 

𝑥 ∈ 𝑋 
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𝑋𝑊𝐸باشند. آنگاه می (𝑀𝑂𝑃)مسئله  در 𝑋و مجموعه  𝑓𝑖 ،𝑓𝑗که در آن توابع  = ⋃ 𝑋𝑊𝐸(𝑖, 𝑗)𝑖,𝑗=1,2,…,𝑝
𝑖≠𝑗

. 

⋃دهیم ابتدا نشان میاثبات:  𝑋𝑊𝐸(𝑖, 𝑗)𝑖,𝑗=1,2,…,𝑝
𝑖≠𝑗

⊆ 𝑋𝑊𝐸 برای این منظور ،𝑖, 𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑝}  طوری در نظر بگیرید  را به طور دلخواه

𝑖که  ≠ 𝑗 . فرض کنید𝑥 ∈ 𝑋𝑊𝐸(𝑖, 𝑗)ا توجه به تعریف نقاط کارا داریم، ب 

∄ 𝑦 ∈ 𝑋 ∋ 𝑓𝑖(𝑦) < 𝑓𝑖(𝑥) , 𝑓𝑗(𝑦) < 𝑓𝑗(𝑥) 
 بنابراین 

∄ 𝑦 ∈ 𝑋 ∋ ∀ 𝑡 = 1,2, … , 𝑝, 𝑓𝑡(𝑦) < 𝑓𝑡(𝑥)  
𝑦 ∃زیرا اگر  ∈ 𝑋 ∋ ∀ 𝑡 = 1,2, … , 𝑝, 𝑓𝑡(𝑦) < 𝑓𝑡(𝑥)  آنگاه برای همین𝑦  داریم𝑓𝑖(𝑦) < 𝑓𝑖(𝑥)  و𝑓𝑗(𝑦) < 𝑓𝑗(𝑥) در نتیجه .𝑥 

,𝑋𝑊𝐸(𝑖تواند عضو مجموعه نمی 𝑗) .گیریمبا توجه به آنچه گفته شد نتیجه می باشد ∄ 𝑦 ∈ 𝑋 ∋ ∀ 𝑡 = 1,2, … , 𝑝, 𝑓𝑡(𝑦) < 𝑓𝑡(𝑥)  .

𝑥درایم  𝑋𝑊𝐸حال با توجه به تعریف مجموعه  ∈ 𝑋𝑊𝐸 پس .𝑋𝑊𝐸(𝑖, 𝑗) ⊆ 𝑋𝑊𝐸 چون  و𝑖  و𝑗  ،این شمولیت به دلخواه انتخاب شده بودند

 دهد کهنتیجه می

(1) ⋃ 𝑋𝑊𝐸(𝑖, 𝑗)𝑖,𝑗=1,2,…,𝑝
𝑖≠𝑗

⊆ 𝑋𝑊𝐸  

,𝑖در صورتی که وجود داشته  باشد  𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑝}  به طوری که𝑋𝑊𝐸(𝑖, 𝑗) = 𝑋  آنگاه داریم⋃ 𝑋𝑊𝐸(𝑖, 𝑗)𝑖,𝑗=1,2,…,𝑝
𝑖≠𝑗

= 𝑋 چون  .

⋃ 𝑋𝑊𝐸(𝑖, 𝑗)𝑖,𝑗=1,2,…,𝑝
𝑖≠𝑗

⊆ 𝑋𝑊𝐸  و𝑋𝑊𝐸 ⊆ 𝑋 گیریم پس نتیجه می𝑋𝑊𝐸 = ⋃ 𝑋𝑊𝐸(𝑖, 𝑗)𝑖,𝑗=1,2,…,𝑝
𝑖≠𝑗

کنیم ادامه اثبات فرض می در. 

,𝑖برای هر  𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑝} مریدا 𝑋𝑊𝐸(𝑖, 𝑗) ≠ 𝑋. 

𝑋𝑊𝐸دهیم نشان می با این فرض موجود حال ⊆ ⋃ 𝑋𝑊𝐸(𝑖, 𝑗)𝑖,𝑗=1,2,…,𝑝
𝑖≠𝑗

𝑥. برای این منظور فرض کنید  ∈ 𝑋𝑊𝐸 دهیم که نشان می𝑥 ∈

⋃ 𝑋𝑊𝐸(𝑖, 𝑗)𝑖,𝑗=1,2,…,𝑝
𝑖≠𝑗

,𝑖. یعنی وجود دارد  𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑝}   به طوری که𝑖 ≠ 𝑗  و𝑥 ∈ 𝑋𝑊𝐸(𝑖, 𝑗) با استفاده از برهان خلف فرض .

,𝑖کنیم برای تمام می 𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑝}   به طوری که𝑖 ≠ 𝑗  داریم𝑥 ∉ 𝑋𝑊𝐸(𝑖, 𝑗) . اعداد𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ {1,2, … , 𝑝}  را به طور دلخواه در نظر

𝑥داریم  بگیرید. ∉ 𝑋𝑊𝐸(𝑖, 𝑗) ،𝑥 ∉ 𝑋𝑊𝐸(𝑖, 𝑘)  و𝑥 ∉ 𝑋𝑊𝐸(𝑗, 𝑘)با توجه به تعریف نقاط کارای ضعیف داریم . 

(2) ∃ 𝑦𝑖𝑗 ∈ 𝑋 ∋  𝑓𝑖(𝑦𝑖𝑗) < 𝑓𝑖(𝑥) , 𝑓𝑗(𝑦𝑖𝑗) < 𝑓𝑗(𝑥) 
(3) ∃ 𝑦𝑖𝑘 ∈ 𝑋 ∋  𝑓𝑗(𝑦𝑖𝑘) < 𝑓𝑗(𝑥) , 𝑓𝑘(𝑦𝑖𝑘) < 𝑓𝑘(𝑥) 

(4) ∃ 𝑦𝑗𝑘 ∈ 𝑋 ∋  𝑓𝑗(𝑦𝑗𝑘) < 𝑓𝑗(𝑥) , 𝑓𝑘(𝑦𝑗𝑘) < 𝑓𝑘(𝑥) 
𝑦 ∃ خواهیم نشان دهیم کهحال می  ∈ 𝑋 ∋ 𝑓𝑖(𝑦) < 𝑓𝑖(𝑥), 𝑓𝑗(𝑦) < 𝑓𝑗(𝑥), 𝑓𝑘(𝑦) < 𝑓𝑘(𝑥) . چند حالت ممکن را در نظر

 گیریم.می

𝑓𝑖(𝑦𝑖𝑘). اگر 1 ≤ 𝑓𝑖(𝑦𝑖𝑗) ( داریم 2با استفاده از عبارت ) آنگاه𝑓𝑖(𝑦𝑖𝑘) ≤ 𝑓𝑖(𝑦𝑖𝑗) < 𝑓𝑖(𝑥)  ( داریم 3)و در عبارت𝑓𝑗(𝑦𝑖𝑘) < 𝑓𝑗(𝑥) 

𝑓𝑘(𝑦𝑖𝑘)و  < 𝑓𝑘(𝑥) دهیم قرار می𝑦 = 𝑦𝑖𝑘  آنگاه𝑓𝑖(𝑦) < 𝑓𝑖(𝑥)، 𝑓𝑗(𝑦) < 𝑓𝑗(𝑥)  و𝑓𝑘(𝑦) < 𝑓𝑘(𝑥). 

𝑓𝑘(𝑦𝑖𝑗). اگر 2 ≤ 𝑓𝑘(𝑦𝑖𝑘) ( داریم 3گاه با استفاده از عبارت )نآ𝑓𝑘(𝑦𝑖𝑗) ≤ 𝑓𝑘(𝑦𝑖𝑘) < 𝑓𝑘(𝑥) ( داریم 2و در عبارت )𝑓𝑖(𝑦𝑖𝑗) <

𝑓𝑖(𝑥)  و𝑓𝑗(𝑦𝑖𝑗) < 𝑓𝑗(𝑥) قرار دهیم . اگر𝑦 = 𝑦𝑖𝑗  آنگاه𝑓𝑖(𝑦) < 𝑓𝑖(𝑥) ،𝑓𝑗(𝑦) < 𝑓𝑗(𝑥)  و𝑓𝑘(𝑦) < 𝑓𝑘(𝑥). 

𝑓𝑖(𝑦𝑖𝑘). اگر 3 < 𝑓𝑖(𝑥) دهیم آنگاه قرار می𝑦 = 𝑦𝑖𝑘  ( و 2)با توجه به عبارت𝑓𝑖(𝑦𝑖𝑘) < 𝑓𝑖(𝑥)  داریم 𝑓𝑖(𝑦) < 𝑓𝑖(𝑥) ،𝑓𝑗(𝑦) <

𝑓𝑗(𝑥)  و𝑓𝑘(𝑦) < 𝑓𝑘(𝑥). 

𝑓𝑘(𝑦𝑖𝑗). اگر 4 < 𝑓𝑘(𝑥) دهیم آنگاه قرار می𝑦 = 𝑦𝑖𝑗 ( و 3با توجه به عبارت )𝑓𝑘(𝑦𝑖𝑗) < 𝑓𝑘(𝑥)   داریم𝑓𝑖(𝑦) < 𝑓𝑖(𝑥) ،𝑓𝑗(𝑦) <

𝑓𝑗(𝑥)  و𝑓𝑘(𝑦) < 𝑓𝑘(𝑥). 

𝑓𝑖(𝑦𝑖𝑘)برقرار نباشند یعنی اگر   4تا 1های . اگر هیچ کدام از حالت5 > 𝑓𝑖(𝑦𝑖𝑗) ،𝑓𝑘(𝑦𝑖𝑗) > 𝑓𝑘(𝑦𝑖𝑘) ،𝑓𝑖(𝑦𝑖𝑘) ≥ 𝑓𝑖(𝑥)  و

𝑓𝑘(𝑦𝑖𝑗) ≥ 𝑓𝑘(𝑥) داریم( 2( و )1عبارات )با توجه به . در اینصورت 

(5) 𝑓𝑖(𝑦𝑖𝑗) < 𝑓𝑖(𝑥) ≤ 𝑓𝑖(𝑦𝑖𝑘) 
  و

(6) 𝑓𝑘(𝑦𝑖𝑘) < 𝑓𝑘(𝑥) ≤ 𝑓𝑘(𝑦𝑖𝑗) 
′𝑥برای هر  گیریمخطی هستند نتیجه می 𝑓𝑘و  𝑓𝑖که توابع ( و این6( و )5های )با توجه به عبارت ∈ 𝑋  

∄ 𝑦 ∈ 𝑋 ∋ 𝑓𝑖(𝑦) < 𝑓𝑖(𝑥′) , 𝑓𝑘(𝑦) < 𝑓𝑘(𝑥′) 
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′𝑥مجموعه نقاط کارا داریم با توجه به تعریف   ∉ 𝑋𝑊𝐸(𝑖, 𝑗) چون این رابطه برای هر .𝑥′ ∈ 𝑋 پس  ،بر قرار است𝑋𝑊𝐸(𝑖, 𝑗) = 𝑋 که این با .

,𝑖برای هر  کهاین فرض 𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑝}  داریم𝑋𝑊𝐸(𝑖, 𝑗) ≠ 𝑋  افتد.گاه اتفاق نمیهیچ 5در تناقض است پس حالت 

𝑦 ∃شود که نتیجه می 5تا  1های از حالت ∈ 𝑋 ∋ 𝑓𝑖(𝑦) < 𝑓𝑖(𝑥), 𝑓𝑗(𝑦) < 𝑓𝑗(𝑥), 𝑓𝑘(𝑦) < 𝑓𝑘(𝑥). 

,𝑖اعداد  توجه داریم که 𝑗, 𝑘 ∈ 1,2, … , 𝑝 و این رابطه برای هر گرفته شده اند  را به طور دلخواه در نظر𝑖, 𝑗, 𝑘 .یعنی  دلخواه بر قرار است 

(7) ∀ 𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ {1,2, … , 𝑝}, ∃ 𝑦 ∈ 𝑋 ∋ 𝑓𝑖(𝑦) < 𝑓𝑖(𝑥), 𝑓𝑗(𝑦) < 𝑓𝑗(𝑥), 𝑓𝑘(𝑦) < 𝑓𝑘(𝑥) 

,𝑖 }با توجه به فرض اولیه که برای تمام 𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑝   به طوری که𝑖 ≠ 𝑗  داریم𝑥 ∉ 𝑋𝑊𝐸(𝑖, 𝑗) اگر اعداد ،𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 ∈ {1,2, … , 𝑝}  را

 شود که( نتیجه می7در نظر بگیریم از رابطه )

(8) ∃ 𝑦𝑖𝑗𝑘 ∈ 𝑋 ∋ 𝑓𝑖(𝑦𝑖𝑗𝑘) < 𝑓𝑖(𝑥), 𝑓𝑗(𝑦𝑖𝑗𝑘) < 𝑓𝑗(𝑥), 𝑓𝑘(𝑦𝑖𝑗𝑘) < 𝑓𝑘(𝑥) 
  و

(9) ∃ 𝑦𝑖𝑗𝑙 ∈ 𝑋 ∋ 𝑓𝑖(𝑦𝑖𝑗𝑙) < 𝑓𝑖(𝑥), 𝑓𝑗(𝑦𝑖𝑗𝑙) < 𝑓𝑗(𝑥), 𝑓𝑙(𝑦𝑖𝑗𝑙) < 𝑓𝑙(𝑥) 
𝑦 ∃خواهیم نشان دهیم حال می ∈ 𝑋 ∋ 𝑓𝑖(𝑦) < 𝑓𝑖(𝑥), 𝑓𝑗(𝑦) < 𝑓𝑗(𝑥), 𝑓𝑘(𝑦) < 𝑓𝑘(𝑥), 𝑓𝑙(𝑦) < 𝑓𝑙(𝑥) برای این منظور سه .

 گیریم.نظر میحالت ممکن را در 

𝑓𝑙(𝑦𝑖𝑗𝑘)اگر . 1 ≤ 𝑓𝑙(𝑦𝑖𝑗𝑙) یا 𝑓𝑙(𝑦𝑖𝑗𝑘) < 𝑓𝑙(𝑥)  آنگاه اگر قرار دهیم𝑦 = 𝑦𝑖𝑗𝑘 ( 9( و )8با توجه به رابطه) داریم 𝑓𝑖(𝑦) < 𝑓𝑖(𝑥) ،

𝑓𝑗(𝑦) < 𝑓𝑗(𝑥) ،𝑓𝑘(𝑦) < 𝑓𝑘(𝑥)  و𝑓𝑙(𝑦) < 𝑓𝑙(𝑥). 

𝑓𝑘(𝑦𝑖𝑗𝑙) . اگر2 ≤ 𝑓𝑘(𝑦𝑖𝑗𝑘)  یا𝑓𝑘(𝑦𝑖𝑗𝑙) < 𝑓𝑘(𝑥)  آنگاه اگر قرار دهیم𝑦 = 𝑦𝑖𝑗𝑙 ( داریم 9( و )8با توجه به رابطه )𝑓𝑖(𝑦) < 𝑓𝑖(𝑥) ،

𝑓𝑗(𝑦) < 𝑓𝑗(𝑥) ،𝑓𝑘(𝑦) < 𝑓𝑘(𝑥)  و𝑓𝑙(𝑦) < 𝑓𝑙(𝑥). 

𝑓𝑙(𝑦𝑖𝑗𝑘)، یعنی برقرار نباشند 2و  1های . اگر هیچ کدام از حالت3 > 𝑓𝑙(𝑦𝑖𝑗𝑙) ،𝑓𝑙(𝑦𝑖𝑗𝑘) ≥ 𝑓𝑙(𝑥) ،𝑓𝑘(𝑦𝑖𝑗𝑙) > 𝑓𝑘(𝑦𝑖𝑗𝑘)  و

𝑓𝑘(𝑦𝑖𝑗𝑙) ≥ 𝑓𝑘(𝑥) ( داریم8) ( و7های )آنگاه با استفاده از رابطه 

(10) 𝑓𝑙(𝑦𝑖𝑗𝑙) < 𝑓𝑙(𝑥) ≤ 𝑓𝑙(𝑦𝑖𝑗𝑘) 

(11) 𝑓𝑘(𝑦𝑖𝑗𝑘) < 𝑓𝑘(𝑥) ≤ 𝑓𝑘(𝑦𝑖𝑗𝑙) 
′𝑥گیریم برای هر خطی هستند نتیجه می 𝑓𝑘و  𝑓𝑙که توابع ( و این11( و )10های )با توجه به عبارت ∈ 𝑋  

∄ 𝑦 ∈ 𝑋 ∋ 𝑓𝑙(𝑦) < 𝑓𝑙(𝑥′) , 𝑓𝑘(𝑦) < 𝑓𝑘(𝑥′) 

′𝑥با توجه به تعریف مجموعه نقاط کارا داریم   ∉ 𝑋𝑊𝐸(𝑙, 𝑘) چون این رابطه برای هر .𝑥′ ∈ 𝑋  بر قرار است، پس𝑋𝑊𝐸(𝑙, 𝑘) = 𝑋 که این .

,𝑖که برای هر با فرض این 𝑗 ∈ 1,2, … , 𝑝  داریم𝑋𝑊𝐸(𝑖, 𝑗) ≠ 𝑋  که اعداد به این توجه با  افتد.اتفاق نمیگاه هیچ 3در تناقض است پس حالت

𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ {1,2, … , 𝑝} شود کهنتیجه می 3تا  1های از حالتگرفته شده اند  را به طور دلخواه در نظر 

(12) ∀ 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 ∈ {1,2, … , 𝑝}, ∃ 𝑦 ∈ 𝑋 ∋ 𝑓𝑖(𝑦) < 𝑓𝑖(𝑥), 𝑓𝑗(𝑦) < 𝑓𝑗(𝑥), 𝑓𝑘(𝑦) < 𝑓𝑘(𝑥), 𝑓𝑙(𝑦) < 𝑓𝑙(𝑥)  
 داریمادامه این روند ، با 𝑝توجه به متناهی بودن با 

(13) ∀ 𝑡 = 1,2, … , 𝑝, ∃ 𝑦 ∈ 𝑋 ∋ 𝑓𝑡(𝑦) < 𝑓𝑡(𝑥) 

𝑥یعنی  (13، رابطه )𝑋𝑊𝐸و این با توجه به تعریف مجموعه  ∉ 𝑋𝑊𝐸 برای تمام . از آنجا که در ابتدا فرض کردیم که𝑖, 𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑝}   به

𝑖طوری که  ≠ 𝑗  داریم𝑥 ∈ ⋃ 𝑋𝑊𝐸(𝑖, 𝑗)𝑖,𝑗=1,2,…,𝑝
𝑖≠𝑗

𝑥فرض کردیم  به عبارت دیگریا   ∉ ⋃ 𝑋𝑊𝐸(𝑖, 𝑗)𝑖,𝑗=1,2,…,𝑝
𝑖≠𝑗

𝑥ر نتیجه د  ∉

⋃ 𝑋𝑊𝐸(𝑖, 𝑗)𝑖,𝑗=1,2,…,𝑝
𝑖≠𝑗

⇒ 𝑥 ∉ 𝑋𝑊𝐸 به طور معادل داریم  𝑥 ∈ 𝑋𝑊𝐸 ⇒ 𝑥 ∈ ⋃ 𝑋𝑊𝐸(𝑖, 𝑗)𝑖,𝑗=1,2,…,𝑝
𝑖≠𝑗

 یعنی 

(14) 𝑋𝑊𝐸 ⊆ ⋃ 𝑋𝑊𝐸(𝑖, 𝑗)𝑖,𝑗=1,2,…,𝑝
𝑖≠𝑗

  

𝑋𝑊𝐸گیریم که ( نتیجه می14( و )1)از رابطه  = ⋃ 𝑋𝑊𝐸(𝑖, 𝑗)𝑖,𝑗=1,2,…,𝑝
𝑖≠𝑗

            .                                                                   □ 

,𝑋𝑊𝐸(𝑖کافیست که اجتماع تمام مجموعه های  بالا ، با استفاده از قضیه𝑋𝑊𝐸برای به دست آوردن مجموعه  𝑗) برای  را𝑖, 𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑝}  

𝑖به طوری که  ≠ 𝑗 توجه داریم که  ها متناهی است را به دست آوریم.که تعداد آن𝑋𝑊𝐸(𝑖, 𝑗) جواب کارای ضعیف مسئله (𝑀𝑂𝑃(𝑖, 𝑗)) است .

 .باز نویسی کرد زیر صورت توان بهاین مسئله را می

(𝑀𝑂𝑃(𝑖, 𝑗)) 
min 𝑎𝑖,1𝑥1 + 𝑎𝑖,2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑖,𝑛𝑥𝑛 
𝑚𝑖𝑛 𝑏𝑗,1𝑥1 + 𝑏𝑗,2𝑥2 + ⋯ + 𝑏𝑗,𝑛𝑥𝑛 

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝑋 
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𝑡برای هر  که در آن = 1,2, … , 𝑛، 𝑎𝑖,𝑡  و𝑏𝑗,𝑡  اعدادی حقیقی هستند و𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) .و متناهی بودن با توجه خطی بودن توابع 𝑝 

,𝑋𝑊𝐸(𝑖ی مجموعهیک مجموعه چند وجهی باشد،  𝑋در صورتی که ، 𝑛و  𝑗)  به بدست آمدن  ینحوهمتن شود. در ادامه مشخص میبه راحتی

,𝑋𝑊𝐸(𝑖های را که به صورت اجتماع متناهی از مجموعه 𝑋𝑊𝐸ی مجموعه 𝑗)  ایم را برای هاز زبان برنامه نویسی متلب نوشتبا استفاده که را است

توجه داریم که هر تابع  ی جواب کارای ضعیف آنها در زیر نشان داده شده است.مربوط به مجموعههای ها و شکلمثالدهیم. چند مثال نشان می

 توان برای توابع آفین نیر بکار برد.انتقال از یک تابع خطی است. با توجه به آنچه در بالا گفته شد روش پیشنهادی را به راحتی میافین 

min 2𝑥1 1مثال  + 3𝑥2 + 4 
𝑚𝑖𝑛 6𝑥1 + 7𝑥2 − 2 

𝑚𝑖𝑛 𝑥1 + 2𝑥2 
𝑥 ∈ 𝑋 ≔ {𝑥: −2 ≤ 𝑥1, −1 ≤ 𝑥2, −2𝑥1 + 𝑥2 ≥ −1, −𝑥1 + 𝑥2 ≤ 5, 4𝑥1 + 𝑥2 ≤ 5}. 

 
 .اند. نقاط کارای ضعیف با نقاط پر رنگ در شکل مشخص شده1: مجموعه نقاط کارای ضعیف مربوط به مثال 1شکل 

 2مثال 

𝑚𝑖𝑛 2𝑥1 + 𝑥2 − 4 
min 𝑥1 − 3𝑥2 + 7 

min 𝑥1 + 5𝑥2 
min 3𝑥1 − 18𝑥2 − 1 

𝑥 ∈ 𝑋 ≔ {𝑥: 𝑥1 ≤ 1, 𝑥2 ≤ 3, (𝑥1 + 1)2 + 𝑥2
2 ≤ 9, −3𝑥1 + 2𝑥2 ≥ −3, 𝑥1 + 𝑥2 ≤ 2}.  

 
 .اندصورت هاشور در شکل مشخص شده. نقاط کارای ضعیف به2: مجموعه نقاط کارای ضعیف مربوط به مثال 1شکل 

 

 3مثال 
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𝑚𝑖𝑛 20𝑥1 − 60 
𝑚𝑖𝑛 14𝑥1 + 16 

𝑥 ∈ 𝑋 ≔ {𝑥: − 4 ≤ 𝑥1 ≤ 16, −2 ≤ 𝑥2 ≤ 11}. 

   
 . مجموعه نقاط کارای ضعیف با نقاط پر رنگ در شکل مشخص شده است.3: مجموعه نقاط کارای ضعیف مربوط به مثال 1شکل 

 4مثال 

𝑚𝑖𝑛 5𝑥1 + 11𝑥2 − 13 
𝑚𝑖𝑛 −2𝑥1 + 45𝑥2 − 71 

𝑚𝑖𝑛 −7𝑥1 − 6𝑥2 − 9 
𝑚𝑖𝑛 18𝑥1 − 𝑥2 + 7 

𝑥 ∈ 𝑋 ≔ {𝑥: 𝑥1
2 + 𝑥2

2 ≤ 16, 𝑥1 + 𝑥2 ≤ 3, 𝑥2 ≤ 3.5}. 
 باشد.می تهی 4مجموعه نقاط کارای ضعیف مثال 

 نتیجه گیری    -3

ی کاربرد دارد با توجه به این که مسئله بهینه سازی چند هدفه در بسیاری از علوم مانند مدیریت، اقتصاد، حمل و نقل، و بسیاری از علوم مهندس

شوند به مسئله بهینه سازی مسائل واقعی موجود مدل سازی میکه از اهمیت بسیاری برخوردار است. در بسیاری از موارد بعد از اینلذا این مسئله 

توان چند هدفه که توابع هدف خطی نیستند با توجه مسئله موجود میکنیم و همچنین در بسیاری از مسائل بهینه سازی برخورد می چند هدفه

 مسئله بهینه سازی چند هدفه خطی را حل نمود. با توجه ساده بودن روش پیشنهادی  به صورت یک تابع خطی تقریب زد و سپستوابع هدف را 

 تواند مفید واقع شود.گیریم که این روش مینتیجه می 4تا 1های مثال کارایی این روش در در این مقاله و
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Abstract. The objective of this paper is to find a method for finding the weakly efficient points of a linear 

multiobjective optimization problem in 𝑅𝑛. If there exists two objective functions in the multi-objective optimization 

problem, since the objective functions the problem are linear, the weakly efficient points of this problem are easily 

found.  By use of the weakly efficient points of two functions in the multiobjective optimization problem, we obtain the 

weakly efficient points of the main problem. At the end the proposed method is coded by MATLAB language and 

evaluated for some examples. 
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