
www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

  کنگره ملی معماری و عمران شهری، موسسه آموزش عالی وحدت، تربت جام، ایران    

6331اسفند  3و 2  

1st.National Congress on Architecture &Urban Construction  

21-22 February 2018, Vahdat Higher Education Institute, Torbat Jam , Iran 
  

 

 

1 
www.ncace2018.vahdat.ac.ir 

 

با استفاده  در محاسبه ضریب تمرکز تنشگیری شعاع انتگرال بررسی اثر
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 چكیده 

ساز و درجات آزادی اضافی، ترک بندی واحد، با استفاده از توابع غنیروش المان محدود توسعه یافته برپایه مفاهیم تقسیم

باشدد  بندی در اطراف ترک نمیکند، که برخلاف روش المان مجدود نیاز به اصلاح سبکهسازی میرا در داخل جسم شبیه

یافته با استفاده از تکنیک انتگرال اثر متقابل جهت ارزیابی مود اول ضریب تمرکد  در این مقاله روش المان محدود توسعه

استفاده قرار گرفته است  از این روش جهت محاسبه ضریب تمرک  تنش صفحه دارای ترک لبه اسدتفاده شدده تنش مورد 

های مختلف بر مقدار خطای محاسبه شده بررسی شده اسدت  در ایدن مددل بندیگیری در شبکهاست و اثر شعاع انتگرال

اندازه المدان انتخداش شدود، نتدایج حاصدل از المدان  برابر 2گیری دهد، در صورتی که شعاع انتگرالنتایج نشان می سازی

 محدود توسعه یافته با مقادیر واقعی تطبیق خوبی خواهد داشت 

 

 

 

 روش المان محدود توسعه یافته، مکانیک شکست، ضریب تمرک  تنش، انتگرال اثر متقابلواژگان کلیدی:         
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 مقدمه  -1

ترین اب ارها با آن مواجه بوده است  با توجه به که انسان از زمان ساخت سادهترین عواملی است پدیده شکست یکی از عمده

باشد، اهمیت بکارگیری علم مکانیک های مکانیکی ناشی از شکست در آنها میاینکه هفتاد تا هشتاد درصد خرابی در سازه

-ضریب تمرک  تنش مهمترین پارامتر مکانیک شکست می  [1]گردد شکست در پاسخ به علت خرابی این سازه ها آشکار می

ای از بار، شرایط مرزی، کند  در واقع ضریب تمرک  تنش تابع پیچیدهک را ارزیابی میباشد، که وضعیت تنش در اطراف نوک تر

رو باشد، از اینباشد  ضریب تمرک  تنش به روشهای عددی و تحلیلی قابل محاسبه میرشد ترک، هندسه و خواص مواد می

ش گالرکین، روش المان محدود و روش توان روهای عددی متفاوتی برای محاسبه ضریب تمرک  تنش وجود دارد که میروش

   [2] المان مرزی را نام برد

های عددی در حل مسائل محیط پیوسته است، اما در حل مسائلی که در هر چند المان محدود یکی از قدرتمندترین روش

دامنه جابجایی یا کرنش آنها عدم پیوستگی وجود دارد، به منظور ایجاد تطابق توپولوژی با هندسه عدم پیوستگی نیاز به 

  به منظور [3] شودشود و از کارایی روش کاسته میها میبندی مجدد وجود دارد که منجر به اف ایش خطاها و ه ینهشبکه

و  BELYTSCHKOحدود توسعه یافته ابداع گردید  این روش برای اولین بار توسط برطرف کردن این نقیصه روش المان م

BLACK ا کمینه کردن شبکه بندی مجدد ارائه سازی رشد ترک بآنها روشی بر پایه المان محدود برای مدل  [4] ارائه شد

 های فراوانی مورد استفاده قرار گرفته است  سازیکردند که در مدل

اخیرا روش المان محدود توسعه یافته در زمینه محاسبه ضریب تمرک  تنش توجه زیادی را متوجه خود کرده است، که بر این 

های مختلف توسط پژوهشگران مورد استفاده قرار گرفته در مسئله های متفاوتی برای ارزیابی ضریب تمرک  تنشاساس تکنیک

  انتگرال [5]و انرژی گریفیث را اشاره کرد انتگرال Jیابی تغییرمکان، روش انتگرال مستقل از مسیر توان روش بروناست، که می

ها دارا بوده، که روش انتگرال اثر متقابل، اصلاح شده این انتگرال بیشترین استفاده را در میان این روش Jمستقل از مسیر 

جابجایی  گردد یک میدان تنش ودر روش انتگرال اثر متقابل به منظور ارزیابی ضریب تمرک  تنش فرض می باشد روش می

های واقعی و در نظر گرفتن تعادل، در صورت ها و جابجاییاضافی به سیستم تحمیل شده است  با در نظر گرفتن ترکیب تنش

  YAU et al  های اضافی، ارزیابی ضریب تمرک  تنش واقعی امکان پذیر خواهد بودها و جابجاییمعلوم بودن وضعیت تنش

شکست  ΙΙ ضریب تمرک  تنش را برای مود  YU et alهمچنین  مواد همگن پیشنهاد کردند روش انتگرال اثر متقابل را برای 

 اند بعدی دارای ترک مورش با استفاده از انتگرال اثر متقابل محاسبه کرده 3در اجسام 

 ضریب تمرکز تنش-2

رو امکان بدست آوردن کند  از ایننهایت میل میدر مدل مکانیک شکست الاستیک خطی، تنش در نوک ترک به سمت بی

بینی باشد  بدین جهت برای آنالی  پایداری وضعیت ترک و پیشمقادیر صحیح تنش و جابجایی در اطراف نوک ترک میسر نمی

  ضرایب تمرک  تنش برای هریک از حالات بارگذاری [6]گسیختگی، مفهوم ضریب تمرک  تنش توسط اروین ارائه گردید

 آیند ( بدست می1( توسط معادله )1)شکل
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 حالت  حالت  حالت 

نشان دهنده اثر بارگذاری  ناشی از بارگذاری برشی در جسم، و حالتناشی از بارگذاری کششی، حالت    حالت 1شکل 

  باشدمی پیچشی در جسم

 

,𝑟(، 1در معادله ) 𝜃 (  نشان داده 2باشند که در شکل )نشان دهنده فاصله و زاویه نقطه مورد بررسی نسبت به نوک ترک می

باشند  می y-zو  x-yو تنش برشی در صفحات  yدهنده تنش محوری در جهت ترتیب نشانبه 𝜏𝑦𝑧و  𝜏𝑦𝑥و  𝜎𝑦شده است  

ΚΙΙΙ و ΚΙΙ و ΚΙ ترتیب مشخص کننده ضرایب تمرک  تنش در حالات بهΙو ΙΙو ΙΙΙ باشند می 

 

 مختصات نقاط مجاور نوک ترک  2شکل 

 المان محدود توسعه یافته -3

باشد، منطبق بر مرز عدم پیوستگی نمیسازی ترک برخلاف روش المان محدود نیازی به شبکه بندی در این روش برای مدل

 
ΚΙ = lim

𝑟→0,𝜃=0
√2𝜋𝑟𝜎𝑦 

 (1)  ΚΙΙ = lim
𝑟→0,𝜃=0

√2𝜋𝑟𝜏𝑦𝑥 

 
ΚΙΙΙ = lim

𝑟→0,𝜃=0
√2𝜋𝑟𝜏𝑦𝑧 
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های واقع بر مرز ناپیوستگی سازی محلی میدان جابجایی در المانبندی المان و غنیهای تقسیمبلکه با اعمال هم مان روش

 بندی واحد وجود دارد سازی با استفاده از شبکهامکان مدل

 بندی واحدتقسیم-3-1

-شود که جهت گیری ناپیوستگی مدل شود  میوستگی به دو نیم شده است سعی میبندی یک المان که توسط ناپیبا تقسیم

گیری بر روی هر یک از سطوح دو طرف ناپیوستگی استفاده نمود ها برای انتگرالبندیتوان از نقاط گوسی هر یک از این تقسیم

  [7]گونه از اضافه شدن درجات آزادی اضافه به سیستم جلوگیری کردو بدین

 سازی محلی غنی-3-2

کند  وجود ترک در روش شوند و ترک به صورت دلخواه رشد میسازی ناپیوسته به تقریب المان محدود اضافه میتوابع غنی

  مسیر ترک [8]گرددسازی نوک ترک در مسئله میسازی مسیر ترک و غنییافته منجر به دو نوع غنیالمان محدود توسعه 

 گردد سازی می( غنی3و نوک ترک توسط معادله )( 2توسط تابع ناپیوسته هویساید اصلاح شده )معادله 

 گردد ( تعریف می5تقریب المان محدود توسعه یافته برای میدان جابجایی به صورت معادله )

(5) Uh(x) = ∑ Ni(x)ui

iϵI

+ ∑ Nj(x)Hj(x)aj

jϵJ

+ ∑ Nk(x)

kϵK

Fl(x)bk
l  

bkو  ajتوابع تغییر مکانی دو بعدی ن دیک نوک ترک،  Fl(x)تابع هویساید اصلاح شده،  Hj(x) که در آن
l  درجات آزادی

 باشد سازی مسیر و نوک ترک میها برای غنیاضافه شده به گره

 انتگرال اثر متقابل-4

گردد یک میدان تنش و جابجایی اضافی به سیستم فرض می در روش انتگرال اثر متقابل به منظور ارزیابی ضریب تمرک  تنش

های واقعی و در نظر گرفتن تعادل، در صورت معلوم بودن ها و جابجاییتحمیل شده است  با در نظر گرفتن ترکیب تنش

  [9]های اضافی ، ارزیابی ضریب تمرک  تنش واقعی امکان پذیر خواهد بودوضعیت تنشها و جابجایی

 شود به میمحاس 3 شکلشود مطابق محاسبه می rdمقدار انتگرال بر روی دایره ای به شعاع 

(2) H(x) = {
+1   for x > 0
−1   for x < 0

 

(3) 
{Fj(r, θ)}

j=1,2,3,4
= {√r sin

θ

2
, √r cos

θ

2
, √r sin

θ

2
sin θ , √r cos

θ

2
sin θ} 
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 )ش( )الف(

 q  )الف( تعیین سطح معادل  )ش( تغییرات تابع 3شکل 

 

های واقعی و های واقعی مسئله اضافه شده تا شرایط مرزی واقعی مسئله ارضا شود  حالتدر این روش میدان مجازی به میدان

 6معرف انتگرال اثر متقابل بوده و به صورت معادله  I(1,2)شوند  معرفی میدر معادلات  2و  1مجازی به ترتیب با بالا نویس 

  شود معرفی می

(6) 
I(1,2) = ∫ [σij

(1) ∂ui
2

∂x1
+ σij

(2) ∂ui
1

∂x1
− W(1,2)δij]

∂q

∂xj
da

A

 

 

که گیرند برابر صفر و برای گره هایی هایی که بر روی دایره یا خارج از آن قرار میتابع وزنی است که برای گره qکه در آن 

 qگیرند برابر یک در نظر گرفته میشوند  تنها المان هایی در انتگرال گیری وارد خواهند شد که مقدار تابع درون دایره قرار می

انرژی W(1,2) شوند  اند در انتگرال لحاظ میهایی که توسط دایره مذکور قطع گردیدهدر انها تغییر کند  بنابراین تنها المان

 شود محاسبه می 7کرنشی اندرکنشی است و توسط معادله 

(7)  W(1,2) = σij
(1)

εij
2 = σij

(2)
εij

1  

 

  شود ارتباط ضریب تمرک  تنش و انتگرال اثر متقابل به صورت ذیل محاسبه می 7معادله در 
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(8)  
I(1,2) =

2

E′
(KI

(1)
KI

(2)
+ KII

(1)
KII

(2) 

KI( به صورت 2با انتخاش شرایط مرزی مناسب برای حالت مجازی )حالت 
(1)

= KIIو  1
(2)

=  Ιضریب شدت تنش مود  0

  شود محاسبه می 9توسط معادله 

(9)  
KI

(1)
=

E′

2
I(1,model) 

 صفحه دارای ترک مرکزی لبه تحت کشش یكنواخت -5

در لبه صفحه قرار داده  a=W/2مورد بررسی قرار گرفته است  یک ترک با طول  W=1و   L=2در این مثال یک صفحه با ابعاد 

 نشان داده شده است  4شده است  هندسه صفحه و ترک در شکل 

  

 )ش( صفحه دارای ترک لبه )الف( مدل عددی

   مدل عددی و هندسه صفحه دارای ترک لبه4شکل 

 

با روش المان محدود توسعه یافته محاسبه  KΙشکست مورد بررسی قرار گرفته است  ضریب تمرک  تنش  Ιدر این مثال مود 

شده، و با مقدار دقیق آن مقایسه گردیده است  ضریب تمرک  تنش برای یک صفحه تحت کشش یکنواخت با ترک در لبه طبق 

  [2]آیدبدست می 11معدله 

www.SID.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

  کنگره ملی معماری و عمران شهری، موسسه آموزش عالی وحدت، تربت جام، ایران    

6331اسفند  3و 2  

1st.National Congress on Architecture &Urban Construction  

21-22 February 2018, Vahdat Higher Education Institute, Torbat Jam , Iran 
  

 

 

7 
www.ncace2018.vahdat.ac.ir 

(11) ΚΙ = σ√πaF (
a

W
) 

پارامتری بدون بعد که تابع هندسی یا ضریب تصحیح  Fعرض صفحه و  Wتنش وارده به صفحه،  σطول ترک،  aدر این رابطه 

 شود محاسبه می 11شود و بر طبق معادله نامیده می

(11) 
F (

a

W
) = √

2W

πa
tan

πa

2W
 

𝜈 و  E=100Gpaای با های مستطیلی با فرض کرنش صفحهبندی یکنواخت با المانتحلیل مسئله به همراه یک شبکه = 0.3 

(  در 5اند، به کار رفته است )شکل هایی که به دو نیم شدههای نوک ترک و المانسازی برای المانانجام شده است  توابع غنی

های دارای ترک از گیری عددی استاندارد گوس ، و برای المانهای پیوسته که ترک از آن عبور نکرده است، روش انتگرالالمان

 اده شده است  ای استفروش انتگرال ذوزنقه

 

سازی عدم پیوستگی ای غنیهای دایرهسازی نوک ترک و گرههای مربعی غنیسازی در اطراف ترک  گرههای غنیگره  5شکل 

 باشند را دارا می

 

گره و  48×24دارای  2بندی گره، شبکه 24×12دارای  1بندی بندی مختلف استفاده شده است  شبکهشبکه 3در این آنالی  از 

گیری به روش انتگرال اثر علاوه برای بررسی تاثیر ناحیه انتگرالباشد  بهگره در فضای صفحه می 61×31دارای  3بندی شبکه

گیری است که شعاع انتگرال rdگیری مختلف مورد بررسی قرار گرفته است  شعاع انتگرال 5متقابل در حل عددی مسئله، 

 باشد بندی می( شبکه𝑙𝑒دازه المان )تابعی از ان
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 شود محاسبه می 12مقدار خطا در محاسبه ضریب تمرک  تنش طبق معادله 

(12) 
ERROR =

ΚΙnumerical − ΚΙexact

ΚΙexact
 

 نتایج حاصل از این آنالی  نشان داده شده است  1که در جدول 

 

   مقدار خطای ضریب تمرک  تنش  1جدول 

 5ناحیه  4ناحیه  3ناحیه  2ناحیه  1ناحیه  

 11152151 11152181 11149711 11149947 11123112 1بندی شبکه

 11124198 11123991 11124169 11123141 11115611 2بندی شبکه

 11119191 111129197 11119311 11117998 11111614 3بندی شبکه

نشان داده شده  1گیری نشان داده شده است  همانطور که در نمودار همگرایی مسئله با نواحی مختلف انتگرال ،1در نمودار 

-شبکهباشد حتی اگر است، خطای ارزیابی ضریب تمرک  تنش با استفاده از روش المان محدود توسعه یافته مقدار ناچی ی می

به علت ن دیک بودن زیاد به نوک ترک و تغییرات شدید در  1ایی ناحیه بندی مورد استفاده ب رگ باشد  بعلاوه، نمودار همگر

ها به دلیل دور بودن نسبی از نوک ترک، باشد  به هر حال برای دیگر ناحیهاطراف نوک ترک دارای رفتار همگرایی مناسبی نمی

 دهد  همگرایی رفتار خوبی را نشان می
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 همگرایی مسله با ترک لبه  1نمودار 

بندی در اطراف نوک ترک بندی قرار گرفته است و هیچگونه اصلاحی در شبکهدر این مسئله ترک به صورت دلخواه در شبکه

مشاهده  2توان در نمودار صورت نگرفته است، که به هر حال تقریب بسیار خوبی از مقدار واقعی را نشان داده است، که می

 کرد 

 

 گیری بر اندازه المان روی خطای محاسبه شده  تاثیر نسبت شعاع انتگرال2نمودار 

 

شکست را بر حسب ناحیه  1خطای ضریب تمرک  تنش مود  2کند  نمودار را تایید می 1نتایج نمودار  ،2همچنین نمودار 

توان مشاهده کرد که با دور می 2از نمودار  دهد باشد، نشان میلمان میگیری بر اندازه اگیری که نسبت شعاع انتگرالانتگرال

rdشدن از نوک ترک تقریبا به اندازه  > rdطوریکه برای شود  بهنتایج حاصل می همگرایی خوبی در 2 < مقدار خطای  2

ها ب رگ باشد در اندازه المانکه لازم به ذکر است در صورتیمحاسباتی زیاد بوده و نتایج همگرایی خوبی را دارا نیست  

با توجه به اینکه مقادیر میدان تنش و جابجایی اضافی محاسبه شده دقیق نخواهد بود، منجر به  rdنظرگرفتن مقدار زیاد برای 

 گردد خطای محاسبات می

 گیرینتیجه -5

برابر اندازه المان، برای  2ابل( ب رگتر از )شعاع دایره تعیین ناحیه سطح معادل برای محاسبه انتگرال اثر متق rdانتخاش مقدار 

-های مجاور ترک، در صورت استفاده از روش انتگرال اثر متقابل، منجر به محاسبه دقیق مقدار ضریب تمرک  تنش میالمان

گردد  همچنین انتخاش مقدار ب رگ گردد، در حالیکه انتخاش مقادیر کوچکتر باعث تولید خطای قابل ملاحظه در محاسبات می

 گردد نی  به واسطه محاسبه اشتباه مقادیر تنش و جابجایی اضافی، باعث اف ایش خطای محاسبات می rdبرای 
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