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 چكیده 

روزافزون علم مکانیکک باشد. با پیشرفت یکی از مهمترین مسائل مطرح در مکانیک جامدات، شکست و گسترش ترک می

روش المان های نوین عددی صورت گرفته است. شکست تحقیقات فراوانی در مورد پدیده شکست در اجسام، توسط روش

ساز و درجات آزادی اضافی، ترک را در داخل بندی واحد، با استفاده از توابع غنیمحدود توسعه یافته برپایه مفاهیم تقسیم

باشد. در این مقاله بندی در اطراف ترک نمیبکهبرخلاف روش المان محدود نیاز به اصلاح ش کند، کهسازی میجسم شبیه

ضکری  تمرککز  و مکود دوم یافته با استفاده از تکنیک انتگرال اثر متقابل جهت ارزیابی مود اولروش المان محدود توسعه

ه دارای ترک لبه اسکتفاده شکده ز تنش صفحتنش مورد استفاده قرار گرفته است. از این روش جهت محاسبه ضری  تمرک

گیکری در انتگرال 5×5استفاده از روش زیر المان و استفاده از یک شبکه حاکی از این است، در صورت است. نتایج 

های بکه گردد. با توجه به بررسیدر میانگین خطای ماتریس سختی می %1هر زیر المان منتج به خطای کمتر از 

ها در مدل اجزای محکدود از در هنگام محاسبه ضری  تمرکز تنش، نقش اندازه المان عمل آمده مشخص گردید

 خطای به وجود آمده در ماتریس سختی پررنگ تر است.

 

 

 

 روش المان محدود توسعه یافته، مکانیک شکست، ضری  تمرکز تنش، انتگرال اثر متقابلواژگان کلیدی:         
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 مقدمه  -1

ترین ابزارها با آن مواجه بکوده اسکت. بکا توجکه بکه ترین عواملی است که انسان از زمان ساخت سادهعمدهپدیده شکست یکی از 

باشکد، اهمیکت بککارگیری علکم مکانیکک های مکانیکی ناشی از شکست در آنها مکیاینکه هفتاد تا هشتاد درصد خرابی در سازه

-ضری  تمرکز تنش مهمترین پارامتر مکانیکک شکسکت مکی. [1]گردد شکست در پاسخ به علت خرابی این سازه ها آشکار می

ای از بار، شرایط مرزی، کند. در واقع ضری  تمرکز تنش تابع پیچیدهت تنش در اطراف نوک ترک را ارزیابی میباشد، که وضعی

رو باشکد، از ایکنباشد. ضری  تمرکز تنش به روشهای عددی و تحلیلی قابکل محاسکبه مکیرشد ترک، هندسه و خواص مواد می

توان روش گالرکین، روش المکان محکدود و روش وجود دارد که میهای عددی متفاوتی برای محاسبه ضری  تمرکز تنش روش

 . [2] المان مرزی را نام برد

های عددی در حل مسائل محیط پیوسکته اسکت، امکا در حکل مسکائلی ککه در هر چند المان محدود یکی از قدرتمندترین روش

عکدم پیوسکتگی نیکاز بکه دامنه جابجایی یا کرنش آنها عدم پیوستگی وجود دارد، به منظور ایجاد تطابق توپولکوژی بکا هندسکه 

. بکه منظکور [3] شکودشود و از کارایی روش کاسته مکیها میبندی مجدد وجود دارد که منجر به افزایش خطاها و هزینهشبکه

و  BELYTSCHKOین نقیصه روش المان محدود توسعه یافته ابداع گردید. این روش برای اولین بکار توسکط برطرف کردن ا

BLACK سازی رشد ترک با کمینه کردن شکبکه بنکدی مجکدد ارائکه ی مدلآنها روشی بر پایه المان محدود برا. [4] ارائه شد

 های فراوانی مورد استفاده قرار گرفته است. سازیکردند که در مدل

اخیرا روش المان محدود توسعه یافته در زمینه محاسبه ضری  تمرکز تنش توجه زیادی را متوجه خود کرده است، که بکر ایکن 

های مختلف توسط پژوهشگران مورد استفاده قرار گرفتکه ارزیابی ضری  تمرکز تنش در مسئلههای متفاوتی برای اساس تکنیک

. انتگرال [5]و انرژی گریفیث را اشاره کرد انتگرال Jیابی تغییرمکان، روش انتگرال مستقل از مسیر توان روش بروناست، که می

ها دارا بوده، که روش انتگرال اثکر متقابکل، اصکلاح شکده ایکن انتگرال بیشترین استفاده را در میان این روش Jمستقل از مسیر 

گردد یکک میکدان تکنش و جابجکایی میدر روش انتگرال اثر متقابل به منظور ارزیابی ضری  تمرکز تنش فرض  باشد.روش می

های واقعی و در نظر گرفتن تعکادل، در صکورت ها و جابجاییاضافی به سیستم تحمیل شده است. با در نظر گرفتن ترکی  تنش

  YAU et al .های اضافی، ارزیابی ضری  تمرکز تنش واقعکی امککان پک یر خواهکد بکودها و جابجاییمعلوم بودن وضعیت تنش

شکسکت  ΙΙ ضری  تمرکز تنش را برای مکود  YU et alهمچنین  ال اثر متقابل را برای مواد همگن پیشنهاد کردند.روش انتگر

 اند.بعدی دارای ترک مورب با استفاده از انتگرال اثر متقابل محاسبه کرده 3در اجسام 

 

 المان محدود توسعه یافته -2

باشکد، محدود نیازی به شبکه بندی منطبق بر مرز عدم پیوسکتگی نمکیسازی ترک برخلاف روش المان در این روش برای مدل

های واقکع بکر مکرز ناپیوسکتگی سازی محلی میدان جابجایی در المانبندی المان و غنیهای تقسیمبلکه با اعمال همزمان روش

 بندی واحد وجود دارد.سازی با استفاده از شبکهامکان مدل
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 بندی واحدتقسیم-2-1

 

-شود که جهت گیری ناپیوستگی مکدل شکود. مکیبندی یک المان که توسط ناپیوستگی به دو نیم شده است سعی میبا تقسیم

گیری بر روی هر یک از سطوح دو طرف ناپیوستگی استفاده نمود ها برای انتگرالبندیتوان از نقاط گوسی هر یک از این تقسیم

 .[6]سیستم جلوگیری کردگونه از اضافه شدن درجات آزادی اضافه به و بدین

 

 سازی محلی غنی-2-2

 

کنکد. وجکود تکرک در روش شوند و ترک به صورت دلخواه رشد مکیسازی ناپیوسته به تقری  المان محدود اضافه میتوابع غنی

. مسکیر تکرک [7]گکرددسازی نوک ترک در مسئله مکیسازی مسیر ترک و غنیالمان محدود توسعه یافته منجر به دو نوع غنی

 گردد.سازی می( غنی3( و نوک ترک توسط معادله )2ع ناپیوسته هویساید اصلاح شده )معادله توسط تاب

 گردد.( تعریف می5تقری  المان محدود توسعه یافته برای میدان جابجایی به صورت معادله )

(5) Uh(x) = ∑ Ni(x)ui

iϵI

+ ∑ Nj(x)Hj(x)aj

jϵJ

+ ∑ Nk(x)

kϵK

Fl(x)bk
l  

bkو  ajتوابع تغییر مککانی دو بعکدی نزدیکک نکوک تکرک،  Fl(x)تابع هویساید اصلاح شده،  Hj(x) که در آن
l  درجکات آزادی

 باشد.سازی مسیر و نوک ترک میها برای غنیاضافه شده به گره

 

 ضریب تمرکز تنش-3

رو امککان بدسکت آوردن کنکد. از ایکننهایت میل مکیشکست الاستیک خطی، تنش در نوک ترک به سمت بیدر مدل مکانیک 

بینکی باشد. بدین جهت برای آنالیز پایداری وضعیت ترک و پیشمقادیر صحیح تنش و جابجایی در اطراف نوک ترک میسر نمی

. ضکرای  تمرککز تکنش بکرای هریکک از حکالات بارگک اری [8]گسیختگی، مفهوم ضری  تمرکز تنش توسط اروین ارائه گردیکد

 آیند.( بدست می1( توسط معادله )1)شکل

(2) H(x) = {
+1   for x > 0
−1   for x < 0

 

(3) 
{Fj(r, θ)}

j=1,2,3,4
= {√r sin

θ

2
, √r cos

θ

2
, √r sin

θ

2
sin θ , √r cos

θ

2
sin θ} 
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 حالت  حالت  حالت 

نشان دهنده اثر بارگ اری  ناشی از بارگ اری برشی در جسم، و حالتناشی از بارگ اری کششی، حالت  . حالت 1شکل 

 .باشدمی پیچشی در جسم

 

,𝑟(، 1در معادله ) 𝜃 (  نشکان داده 2باشند ککه در شککل )نشان دهنده فاصله و زاویه نقطه مورد بررسی نسبت به نوک ترک می

باشکند. مکی y-zو  x-yو تنش برشکی در صکفحات  yدهنده تنش محوری در جهت ترتی  نشانبه 𝜏𝑦𝑧و  𝜏𝑦𝑥و  𝜎𝑦شده است. 

ΚΙΙΙ و ΚΙΙ و ΚΙ وترتی  مشخص کننده ضرای  تمرکز تنش در حالات بهΙ وΙΙ ΙΙΙ باشند.می 

 

 مختصات نقاط مجاور نوک ترک. 2شکل 

 

 
ΚΙ = lim

𝑟→0,𝜃=0
√2𝜋𝑟𝜎𝑦 

 (1)  ΚΙΙ = lim
𝑟→0,𝜃=0

√2𝜋𝑟𝜏𝑦𝑥 

 
ΚΙΙΙ = lim

𝑟→0,𝜃=0
√2𝜋𝑟𝜏𝑦𝑧 
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 متقابل انتگرال اثر-4

 

گردد یک میدان تنش و جابجایی اضافی بکه سیسکتم در روش انتگرال اثر متقابل به منظور ارزیابی ضری  تمرکز تنش فرض می

های واقعکی و در نظکر گکرفتن تعکادل، در صکورت معلکوم بکودن ها و جابجاییتحمیل شده است. با در نظر گرفتن ترکی  تنش

 .[9]ارزیابی ضری  تمرکز تنش واقعی امکان پ یر خواهد بودهای اضافی ، وضعیت تنشها و جابجایی

 شود.محاسبه می 3 شکلشود مطابق محاسبه می rdمقدار انتگرال بر روی دایره ای به شعاع 

  

 )ب( )الف(

 q. )الف( تعیین سطح معادل. )ب( تغییرات تابع 3شکل 

 

هکای واقعکی و ارضا شود. حالتهای واقعی مسئله اضافه شده تا شرایط مرزی واقعی مسئله در این روش میدان مجازی به میدان

 6معرف انتگرال اثر متقابل بوده و بکه صکورت معادلکه  I(1,2)شوند. در معادلات معرفی می 2و  1مجازی به ترتی  با بالا نویس 

  شود.معرفی می

(6) 
I(1,2) = ∫ [σij

(1) ∂ui
2

∂x1
+ σij

(2) ∂ui
1

∂x1
− W(1,2)δij]

∂q

∂xj
da

A

 

 

گیرند برابکر صکفر و بکرای گکره هکایی ککه ی که بر روی دایره یا خارج از آن قرار میهایتابع وزنی است که برای گره qکه در آن 

 qگیرند برابر یک در نظر گرفته میشوند. تنها المان هایی در انتگرال گیری وارد خواهند شد که مقکدار تکابع درون دایره قرار می

انکرژی W(1,2) شکوند. اند در انتگرال لحکا  مکیقطع گردیده هایی که توسط دایره م کوردر انها تغییر کند. بنابراین تنها المان
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 شود.محاسبه می 7کرنشی اندرکنشی است و توسط معادله 

(7)  W(1,2) = σij
(1)

εij
2 = σij

(2)
εij

1  

 

  شود.ارتباط ضری  تمرکز تنش و انتگرال اثر متقابل به صورت ذیل محاسبه می 7معادله در 

(8)  
I(1,2) =

2

E′
(KI

(1)
KI

(2)
+ KII

(1)
KII

(2) 

KI( به صکورت 2با انتخاب شرایط مرزی مناس  برای حالت مجازی )حالت 
(1)

= KIIو  1
(2)

=  Ιضکری  شکدت تکنش مکود  0

  شود.محاسبه می 9توسط معادله 

(9)  
KI

(1)
=

E′

2
I(1,model) 

 گیری بر محاسبه ضری  تمرکز تنشتاثیر تعداد نقاط انتگرال -5

 

ترک خورده، یکی از مهمترین اهداف، محاسبه ضری  تمرکز تکنش بکه عنکوان های از انجا که در محاسبات مربوط به سازه

گیری بر پاسخ به دست آمده برای ضکری  تمرککز معیار پایداری یا انتشار ترک است، در این بخش تاثیر خطای ناشی از انتگرال

دارای ترککی بکه  4ابق شککل گیرد. بدین منظور تعیین ضری  تمرکز تنش در یک صفحه مربعی مطتنش مورد بررسی قرار می

 گیرد.باشد، مورد بررسی قرار میطول نصف صفحه می

 

 . صفحه دارای ترک لبه4شکل 
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انتخکاب گردیکده  2به منظور تحلیل صفحه ذکر شده با استفاده از روش المان محدود توسعه یافته، عرض ورق مکورد نظکر 

هایی بکا تغییکر گاههای محیطی صفحه به عنوان تکیهاستفاده شده و کلیه گره 19×19شبکه  است. به منظور تولید مدل از یک

 اند.نمایش داده شده 5های غنی شده در شکل اند. شبکه استفاده شده در تحلیل و گرهمکان مشخص، مدل شده

 

 . مدل به کار رفته برای تحلیل ورق دارای ترک لبه5شکل 

 

ΚΙΙبه منظور بررسی خطا، میدان جابجایی متناظر با حالات ) = ΚΙ و 0 = ΚΙΙ( و )1 = ΚΙ و 1 = طور مجزا برای ( به0

که نشان دهنده مقادیر واقعی تغییر مکان در نقاط نزدیک به تکرک بکرای ضکری  تمرککز  10گاهی با توجه به معادله نقاط تکیه

فتن این مقادیر به عنوان شرایط مکرزی، مسکاله بکا روش المکان محکدود تنش دلخواه است محاسبه گشته و سپس با در نظر گر

توسعه یافته تحلیل گشته است. حالت تغییر شکل یافته صفحه برای هر یک از حالات بررسی در شککل ..... نمکایش داده شکده 

 است.

 

(10) 
{
𝑢
𝑣

} =
ΚΙ

2𝜇
√

𝑟

2𝜋
{
𝑐𝑜𝑠(𝜃

2⁄ )(𝜅 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)

sin(𝜃
2⁄ )(𝜅 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)

} +
ΚΙΙ

2𝜇
√

𝑟

2𝜋
{

sin(𝜃
2⁄ )(2 + 𝜅 + 𝑐𝑜𝑠𝜃)

𝑐𝑜𝑠(𝜃
2⁄ )(2 − 𝜅 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)

} 

 

، مدول الاستیسیته برشی ماده اسکت μباشند. می yو  xبه ترتی  نشان دهنده تغییرمکان در جهت  vو   u، 10در معادله 

3)ای توسط رابطکه است که با توجه به مقدار نسبت پواسون ماده برای حالت تنش صفحه Kolossoveثابت  κو  − 𝜐)(1 +

𝜐) 3)ای توسط رابطه و برای حالت کرنش صفحه − 4𝜐) گردد.محاسبه می 
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 )ب( )الف(

ΚΙΙ. فرم تغییرشکل یافته صفحه. )الف( 6شکل  = ΚΙ و 0 = ΚΙΙ. )ب( 1 = ΚΙ و 1 = 0 

 

تعکداد نقکاط  گیری عددی ماتریس سختی بر ضری  تمرکز تکنش محاسکبه شکده،به منظور بررسی خطای ناشی از انتگرال

اند و مقدار ضری  تمرکز تنش بکا اسکتفاده از تغییر داده شده 20×20تا  1×1گیری در هر زیر المان از مربوط به شبکه انتگرال

روش انتگرال اثر متقابل برای هر حالت به طور جداگانه محاسبه گردیده است. مقادیر محاسبه شده برای ضری  تمرکز تنش در 

 اند.داده شدهنمودار .... نشان 

 

 گیری بر ضری  تمرکز تنش محاسبه شدهگیری در انتگرالتاثیر تعداد نقاط نمونه. 1نمودار 

0.91

0.93

0.95

0.97

0.99

1.01

0 5 10 15 20

ش
 تن
کز
مر
  ت
ری
ض

تعداد نقاط گوسی در هر جهت از المان

ΚΙΙ=0  وΚΙ=1

ΚΙΙ=1  وΚΙ=0
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در هکر زیکر المکان، در نتیجکه کلکی  5×5گیری به بکیش از شکبکه گردد، افزایش نقاط انتگرالمشخص می 1با توجه به نمودار 

جواب تحلیلی با جواب حقیقی تطبیکق خکوبی خواهکد داشکت و خطکای  5×5ندارد، و با انتخاب شبکه محاسبات تاثیر چندانی 

 کند.بوجود آمده را کم می

 تاثیر اندازه المان بر دقت محاسبه ضری  تمرکز تنش - 6

 

هکای مختلکف تعداد المانبندی منظم با به منظور بررسی تاثیر اندازه المان بر دقت محاسبه ضری  تمرکز تنش، مساله با شبکه

مورد بررسی قرار گرفته است. مقایسه بین ضری  تمرکز تنش محاسبه شده با مقدار واقعی برای هر دو حالت بررسی مسکاله در 

 اند.نمایش داده شده 1جدول 

گیکری بکا در نظکر الهای انحام شده برای بررسی تاثیر اندازه المان، به منظور محاسبه ماتریس سختی المان، از انتگکردر تحلیل

برای هر زیر المان استفاده شده است، باقی مشخصات مسئله مشابه مسکئله مکورد بررسکی قبکل  5×5گیری گرفتن شبکه نمونه

 باشد.می

 

 . تاثیر اندازه المان بر خطای ضری  تمرکز تنش محاسبه شده1جدول 

ΚΙΙ
ΚΙΙ(𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡)

⁄  ΚΙ
ΚΙ(𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡)

⁄  های شبکهتعداد المان 

5428/0 5368/0 5×5 

0143/1 0174/1 9×9 

0100/1 0112/1 15×15 

0082/1 0019/1 19×19 

0066/1 0071/1 25×25 

0058/1 0063/1 29×29 

0049/1 0053/1 35×35 

 

تاثیر ایکن عامکل در ای که ، نقش اندازه المان در خطای محاسبات کاملا مشهود است. به گونه1با توجه به مندرجات جدول

 گیری است.گیری در انتگرالخطای به وجود آمده در محاسبات بسیار بیشتر از نقش تعداد نقاط نمونه
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 گیرینتیجه -7

سازی در آنها صورت گرفته است، اسکتفاده از روش زیکر المکان و هایی که غنیدر روش المان محدود توسعه یافته، برای المان -

-در میانگین خطای ماتریس سکختی مکی %1گیری در هر زیر المان منتج به خطای کمتر از انتگرال 5×5استفاده از یک شبکه 

سازی امکان دستیابی به مقکدار دقیکق ها پس از غنیها به دلیل غیرخطی شدن شدید توابع شکل جدید گرهگردد. در این المان

 وجود ندارد. 

هکا در مکدل در هنگام محاسبه ضری  تمرکز تکنش، نقکش انکدازه المکان های به عمل آمده مشخص گردیدبا توجه به بررسی -

در  %1ای که حتی خطکای میکانگین بکیش از اجزای محدود از خطای به وجود آمده در ماتریس سختی پررنگ تر است. به گونه

 باشد.ها میانماتریس سختی نیز اثر چندانی روی نتیجه محاسبات ندارد و دقت محاسبات تنها تحت تاثیر اندازه الم
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